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k�z3b��
VaR

d1�A��������x	�
�N� aTzNd ���N� �T�\��m!y CVaR

Y��\���o�h[\]h^�k
CVaR

_ g a�f��\�AY VaR
��XA�h^_1]$j����A�	��d����Ad���  q�i _�¡	¢$���$^�k VaR s�£�¤ ^!¡	{ r	�����	� Y	a CVaR� g ���¥�!��^	b�_�Y�¦A§A���h[�]�^ [8]
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d���� �	��
 ����Y1�9�¥�7��y [5]

k9z�d���3����]�^	_1a	��� ���3��� �� w b�_ s���� CVaR
� ��
 ` ^�bN_�YN��eh^�k���� ���h���hg���������� ��! ��"�# �� ��$ d����A�	�A]	[ � w b�_�Y���e�^�kcbo�v�!d	%�&A�	'��vm![�a (�)�*�+�� g CVaR�	�A]N[	,�-�.�d0/ !�� � ��
 ` ^�b�_ s ` ^�k z$m![�,�-�.�d�1�2�3�4�5A��6A^87�¡¥��3y q�s�9�:	� Y¥�!a CVaR

� ©�;�< ` ^�_�]¥j>=�?�@A� � w b�_ s���� a ,�-	A�'3��B¡ ` ^o�����T�N� ` ^Tk	�A� s a CVaR
d q Y�6h^87N¡ q�C � s�� ^�_T]$j ���Ad } _���a,�-�A�'A�9��e3^�D ¤	E w £ ����^ � j � =�?�@ } �	� ` ^�k(�)�*�+3� g a	x	F�GIHKJ3� VaR

_
CVaR s � ]�[�LA§Qm!a3��� s z	d ��
 ���A��MN ^1k�O s GQPRJ��9a CVaR

���3]9[�A�'3��B9¡ ` ^ �1� ����� �S�3��� s ¡�T < ` ^ kGVU8Jh� g a W�X s ���vm!yY=�?�@ s�Z m![�W�?�[�\	���h]	[�]�^Ny p�q W�_Ad	%�&A�	)* m!a9z�� s�Z ` ^���`��	a���^�k ©�b�s GIcKJ��	%�d��	M N ^1k

2 VaR e CVaRb�d�J � g a�� �Q/ !�� dIf � ��6 ^ Value-at-Risk(VaR) £V��g z	d �1�	� s � ]9[M N a3�A� s VaR
d �1��� ���9� m7y CVaR

d��3���Q_�z9d ��
 ���A��LA§ ` ^�k

2.1 VaR

2.1.1 VaR h�i�j
k	[mlon�pq/�r	�ts � lu@ x ∈ X ⊆ <n(

b9b �
X g 63^wv�x �ty�y `�zS{ )

�	| m7ax5y�}�~3dt���3d	� q �	��5S� p Y (∈ <m)
�t| ` k�b d�_1e

x
_

Y st��� m [�B�x3^�9�A��| `�� p � f(x,Y )
_�+ w b	_ s ` ^�k� ���

x = (x1, x2)
a

Y = (Y1, Y2)
_3m7a	}�~�d���� �3s�£3¤ ^�� q � m = (m1,m2)_ ` ����a

f(x,Y ) = (x1m1 + x2m2) − (x1Y1 + x2Y2)

= x1(m1 − Y1) + x2(m2 − Y2)

_�| ` b�_����9eA^�kb�b1�	��5�� p Y
����5���� � p p(y)

�	� � _��9¡ ` ^1kK� �1£ W�X s VaR
� ��
 `^w� { a

p(y)
� ��� r9s���� ^��S� g9� w a p(y) s	� j�� �����5������� @3����� ` ^b9_��9��e1���9a

VaR
� ª��Ar9s���
 ` ^�b9_��9��e3^8��k��� � p f(x,Y )

��6�^	  q α C � s	� ^���5 g
Ψ(x, α) =

∫

f( ¡ , ¢ )≤α
p(y)dy

�ta � ���Q^ k	£S¤ s Ψ(x, α) g α s � m [t¥S¦�§ �S6 ^ k�b9b � g � � st¨�© d5y �
Ψ(x, α) g α s � m�[Yª�«���6�^�_¬�	¡ m![	�dh� `�` � [�] w k f(x,Y ), p(y)

dT{�| s
��� a	® w d	� { b�d	�	¡ g yAy3�!�Q^�b9_���¯ ���A[9]A^1k
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6A^���� � s�@ β ∈ (0, 1)
��aA�Q� �3yA_1e�d

β-VaR g O�d	T��	a��¥���¥^�k
αβ(x) = min{α ∈ <|Ψ(x, α) ≥ β}

b7� g � x � f �9���
α C �3_ � ^���5�� β C��	i ��y3y ` � Z	�	d ©�; d α

�
β-VaR_ ` ^�a _T]$j�b�_���6A^Tk��Ad	��
�"������� ��$ dV/ !��	� �$_���]Na VaR
� g / !

� ��A���|��n�o�$^Ty �Ns	���hrNs	� � m " ` ] ��$ dY' ��� �>����� w �A]�� �h[N]A^Tk

2.1.2 VaR ��� �"!
VaR

d ���	� _�m![�OAd$#�W���69�$���$^ [8]
k

1. %�& �	{��	y�y�� � ]
2. ' {��	y�y�� � ]
%�& �	{¥_ g a Artzner et al.[1]

����`¥�7�3y�{9|���6 � a f / !��$� � g k	[ lon�pV/r(��
 s�� ^�/ !���) ¦�*�&A� + �-,�. N e i _T]$j��A������|��vm!y } d���6A^Tk0/�1r9s�g�C �9d � j s ¡	¢¥���¥^�k
243 5�6�7 � 8�9;:63^�/ !��(� � ρ(X)

� %�& �	{3��y3y ` _ g a X1

a
X2

����5�� p _ ` ^	_�e	a�OAd �<�� ="> ` ^�b9_���6�^�k
ρ(X1 + X2) ≤ ρ(X1) + ρ(X2)

VaR
�hb�dT{�|h�	yhyA� � ] � _hm@?Na � � l "BA¬[�@ ��$ d�r ���DCY� � w@E 6�F	Gy	� { d�k�[ l n�p /�r���6N�¥� �$^�k9b�d�� { a � � l aHA¬[�@hz���I��Ad VaR

�(J�m
{ F$G�y qV���1} aVH � �$K E { F$G3y�_1e	d VaR

d1���$L�e w � ^�?¥m7x¥j1b9_	�S6
�NM ^1kxNy H �PO d ' {A�Yyhy�� � ]A_T]$jQ#�W � �oa VaR

d q � ©�;�< ` ^ � j �T©�R�<h�� ���3�A^�� { s a	z	d ��� d ©�R � � ��� ^	b	_	��uvm w � ^1kx	y3b1d(� s�} VaR
d ���9� _�m�? fS���"T�U	dWV3d��9���$X3�¥��� � ] i _1]¥j b_	��6��¥� ��^�k b!� g � ����a fZY�Y�[�d	��5h�������VP-\�]	� �;^ � � ] i _�]�j�b	_��F � ^�yA_Am@? } a z�d(V�.�d	_ � f-[ s ¥�` s LAe � ������a��b?�]�^ �A} m � � ]_1]$j1b�_1��63^�k

2.2 CVaR

VaR
d �3�1� �(c � m �9� a9z	d � �	� �1�5� ` ^ y �5s � ��-3� ��y5dS�1�9��d e

VaR
a ` � F : CVaR(Conditional Value-at-Risk)

��6A^1k
β-CVaR(β ∈ (0, 1)) g OAd	T��aA�Q� �Q^�k

φβ(x) = (1 − β)−1
∫

f( ¡ , ¢ )≥αβ( ¡ ) f(x,y)p(y)dy

3



` � F : CVaR g f��	���
β-VaR(

` � F : αβ(x))
�����h^�_�]�j �N��d } _���dT�	�hd�9  i ��| m@?9]A^�k�¡	¢ ��� a	§$� ��s

φβ(x) ≥ αβ(x)

_ ]Qj � <��$= � > � d	�9a β-CVaR
� ©�;S< ` ^	k�[ lKn�pV/�r x g a β-VaR

d ª��©�R � ��a3��?9]A^	_�����^	b	_	�	�	e�^�k VAR
_

CVaR
d � <A���

1 s | ` k
β-CVaR

d�¡N¢ ��� a VaR
d�� � ��6A^ f ���bT�U�d(Vhd��	�h� X���� � � ] i _T]¥j���hg � B$�o�¥^�b�_���F � ^�k m � m � �¥�oa β-CVaR

� p φβ(x)
��z�d�x�x ©�;�< m

� j�_ ` ^N_�a�z\d�¡N¢�T�# s VaR
� p αβ(x)

��� . d�� t ]��Tu m w � ^ ?�mox�j kTzb1�
φβ(x)

�(*�5 r9s � w y ��s �A��-A�7�Ay1���3��O3d�JA��M N ^�k

�
1: VaR

_
CVaR

d � <

2.3 CVaR �
	�����
CVaR

� ��� ^�y ��s OAd � p Fβ(x, α)
��¡9¢ ` ^

[5]
k

Fβ(x, α) = α + (1 − β)−1
∫

¢ ∈<m
[f(x,y) − α]+p(y)dy

b9b��
[t]+ = max(0, t)

��6�^1k
Fβ(x, α)

d	� � © L�d���� g a α s � m@? ' � p _ � ^b9_���6A^
[5]
k�b�d

Fβ(x, α)
_

β-CVaR
d � <�� C �	d � j s �¥���b?���^�k

4



8�� 1 [5] Fβ(x, α) g α s � m�? '�� � ª�« r�� ��������6 ^�k����3d x(∈ X) stZ m?9z�d1��� s �1` ^ β-CVaR g O�d	T��	aA�Q� �Q^�k
φβ(x) = min

α∈<
Fβ(x, α)�3� s Fβ(x, ·)

� ©�;3s ` ^ α
d z�{
	
Aβ(x) = argmin

α∈<

Fβ(x, α)

g�� � � ���� ��� z�{ _ �V� a β-VaR g
αβ(x) = left end point of Aβ(x)��aA�Q� �Q^�k � s

αβ(x) ∈ argmin
α∈<

Fβ(x, α) and φβ(x) = Fβ(x, αβ(x))

_ �$j � <3��y3y `
αβ(x)

_
φβ(x)

����F � � ` ^�k
Fβ(x, α)

�
α s � m ? ' ��6 ^1d	�5a ©�RS< d�S���t����� � φβ(x)

� M ^9b5_	�9�e ^1k�x5y�b1d1¡ � d��	�3y _	b�� g a β-VaR
� ��
 ` ^9b5_ � w β-CVaR

� ��
 �9e^5_9b��9��63^1kA� � s3} m β-VaR
d q �	��� � ���5a���~�� r	s aQm �3} z1��� $ U	� ��¤ F sY��� ^�bN_	�N��eh^�k1x	yYOAd � <�T ��� a Fβ(x, α)

�	� ��?
αβ(x)

d ��
_
φβ(x)

d ©�R	q ����� s���
 ` ^�b9_��9��e3^�k
8�� 2 [5] x s � m�? φβ(x)

� ©�;�< ` ^Nb�_N_�a (x, α) s � m�? Fβ(x, α)
� ©�;�< ` ^b9_ g�� �3��63^�k

min¡ ∈ � φβ(x) = min
( ¡ ,α)∈ � ×<

Fβ(x, α)

b d ¡ � � � a Fβ(x, α)
�

(x, α) s � m�? © ; < m=yn_ e d � � (x∗, α∗)
_ ` ^¨_ a

Fβ(x∗, α∗) g β-CVaR
d ©�R	q �	|�m!a x∗ gT©�R�� kY[ l>n�p /8r���| ` k¨�h� s α∗

�z9dA_1e�d
β-VaR

_ � ^�k£�¤ r�s a Fβ(x, α) g�� � ��� � p _ � ^�k\x�y��	� � p f(x,y)
�

x s � m ? '�� ��9a
Fβ(x, α) g (x, α) s � m�? '9� � p _ � ^�d9� [5]

a
Fβ(x, α)

d ©�;�<���� � � w b_������$_ � ^1k

3 ��� ��!#" $�%#!#&#'b�d�JA� g a CVaR
��� ��?�, m8-¥mKA�'��	B	¡ ` ^ ��� d�¡�T < �	]vj k

(�] ��$ d	A�)+* � s _�^�?�a-,�. s )�} ` ^	_�e s�©�}0/ � � b�_ g a (21 s z�d�,. ��,vm�-¥m7y £ A3�9e :�3 _�'�4�� � ¤ ?�5�6vm�? w � ^ ��$ j � _ �¥j1b	_1��63^1k)�}�7Ad�,�.���8�~vm@?$m�x �	a £ AA� ^ 3A�	e � w � ^���F�9�^ f ,�m:8�� i ��;$b	^_0(�]�. s ������<>=�^�b	_ s	� ^�k � ^�??(�] s���� ���$^�d g a �+@�r�s�A ��� fB8
~ ` ^DC�E s�g )�}vm � � i _��$j�b�_���6A^�k m � mKW�X s	g 8�~ ` ^DC�E���6$� � =
� F � ^�? �A^(F ¤ � g�� ��k\zhb���(�)�*�+�� g a-,�.Ad?8�~Aa � x � ,vmF8	����;¥b^���5$_HG � � F � ��� � _HIbFT�$^ fBJ�K � � i �Y'�� m�a-8�~ m�z$j � ,�. s�Z m ?g �Ad��ML � ,�. s�N N ?�O��	A�'��	a���^ � j � � p � ��� ^�=�?�@A�1��� ` ^1k

5



3.1 ���
,�. � � M ���$^HJ�K � �A����5�� p Z ′ = (Z1, . . . , Zm)>

��| ` kh��� s ��5�� p Z0�
Z0 =

{

1
�B,�.���8�~�d�_�e	�

0
�B,�.��	¥�8�~�d�_�e	� (1)

_ ` ^�k b!������� ��?
Z = (Z0,Z

′>)>
_�| ` b�_ s ` ^�k x�y Z g ��5���� � p p(z)�	� � _���¡ ` ^�kcbTd�_�e�(�]�.�d�������| `�� p ��a-(�]�.Ad�7	¡A�Ne�^��V����[�\

x = (x0, . . . , xn)> � � ��? f(x,Z) � |�G
	��� ��� 	 ����� � 1 ��� CVaR ����� 
��������� �"! 	�#

Fβ(x, α) = α + (1 − β)−1
∫

$
∈<m+1

[f(x, z) − α]+p(z)dz (2)

φβ(x) = min
α∈<

Fβ(x, α)

%�& ��' 2 ���(� CVaR ��)+*+, � 	�-�. �����  ���������/�0! 	�#

min
( 1 ,α)∈ 2 ×<

Fβ(x, α)

3�3�4
X ��� x

�5 & ��6�7�8 	�9+:�;=< 4 8 	�# ��� 4 ��>+?�@�A f(x,Z) ��� x


5 & ��6�7 9=:�;=< X � ��B  ����������!�C���D�E���D/� 3 ����F�D=G�H�� 	�#

3.1.1 I�J�K�L�I�J�M+N/O�P=Q�R�S
T+UWV�XZY�[�\W]

x ^`_Wa�b��dc���e�fhghi Z ′ a�jkF�l�mW�`n+oh�ZprqhsWa�H��Wp #t+u�v � t�w G�x=p�y+z�a 1 {�c & {�7=|~}�!�����c�G���c���� v�� 4 ^���c�y=z�|������� ������a q(x,Z ′) {r�+� # }�^�{�7 3 ^�l+m�����crG+| 5=� t=u z V M(x,Z ′) {��
p+��������c�����j�^�{���!�C+|r����z�� M(x,Z ′)q(x,Z ′) {���p # 3 ^�l=m V���� c &
{�7=^�����z�a��/�+{r�+!�C+|�����z
{ t+u z�����^���^���������p #

��� t+u
M(x,Z ′)q(x,Z ′)

M(x,Z ′) ��� �=���
0 � �+�+�

3�3�4
1 − q(x,Z ′)

V���� � {���p 3 {��� =¡��/p�{�|�����y+¢��
�£����y�¢ � =

1 − q(x,Z ′)

q(x,Z ′)
(3)

4�¤�¥ �"! p #3 ^ M(x,Z ′) { q(x,Z ′) a�¦�D=G�>=?�@�A f(x,Z) ����^����r�����/�0!/p #

f(x,Z) = M(x,Z ′)q(x,Z ′)Z0 (4)

3 !�� �=� �/p�§=¨�����cr�
c & y+z V >+?
{���p 3 {�a�©�c�G�D�p #

6



3.1.2 �������
��� ����� r a���^	� 4	
�� �
p #

r ≡

∫ $
∈<m+1 M(x, z′)(1 − z0)p(z)dz

∫ $
∈<m+1 M(x, z′)q(x, z′)p(z)dz

(5)

� (5) �	��D=G����^	�����+��� 4 7�pry=z�^ ��� _�a���c�|�����������y+z�^	���=_�a
� c�G�D�p #
� (4)

4�
�� c & >=?�@�A�a�H���p={�|������ q(x,Z ′)
V *���� !�C *�� D�� B |�>+?

j *�� ��_�����p 3 {��=��p # c�E/c����=��� q(x,Z ′)
V *�� D�� B |�� (3)

4! �" � !
pr����y+¢���#�x��
� |%$ �'& 4 8�p�l+m�(�E/�*)+!�C�+�^�y+n=m�,�E/��$.- & �/� V�/
D�{�D��'0�1 V	2 3 -���p # 3 ^43�����0�1�a�576 & ¥ �=|�y=¢ V�8�V - ��9=�+D43��r�
�
p 9�:�V�:�; �=��p # 3=3�4 �=| T+U (�E
��) & q=s���8�p=<�>�^�¢���a	?�@+�/p={�D
�0¡4A�a�j�F�3�������^ 9+: a�����p 3 {����
p #

r = r0 (r0 � T=U (�^�b 
 �/p ��� ���+� )

%~& 3 ! {���B � q(x,Z ′) ∈ Q {�D�� 9~: a�H ��p # 3~3�4 Q ^DCFE7G���H/{�c�G~|I�
(3)
V y=¢/{�c�G�^�¡4A+a�J=F�3��r� 9=: |�F % - 0 ≤ q(x,Z ′) ≤ 1 K 0.5 ≤ q(x,Z ′) ≤ 1

� B V�L4M � ! p # }~^D+ � j�| 8 pIN 
 ^�e�f~g~i�a�J~F~l�m ����c G~������� q(x,Z ′)VPO 
 _h� 8 �h�Wp`|�F % -(���`yh¢ VQO 
 _h�W� �h��pR3W�k�`� p 9h: � B V HW�Z�
! p #

3.2 SUTWVRXZYR[]\
^

3.1 _ 4�` 6 &!a�bUc �!d�D�e����+^ -�. a	f�g+�
p #
min

α∈<, 1 ∈<n+1
Fβ(x, α)

subject to q(x,Z ′) ∈ Q a.s. (6)

r = r0

��� 4 ��hji=^ & ¥ | M(x,Z ′) = 1 {	k 
 c�G�H���p 3 {����/p #
lnm�o�p 4 �=| q(x,Z ′)

V
x,Z ′ ��@
c�G�q�r�|~E�F m = n

4 8�p={ts 
 cr|���^���^
3�������u p=j�^�{r�
p #

q(x,Z ′) =
n

∑

i=1

xiZi + x0 (7)

%�&Dv ��wn>�@�A p(z) ��d �D3����nx7yDz c zj , j = 1, . . . , J, a�¦�D�p 3 {��737- |t{
�}| v ��wU>�@�A�a	~���� (2), � (5) ����^�3��r�	����G+�  �" �
p 3 { V 4 7�p [6]

#
∫

$
∈<n+1

[f(x, z) − α]+p(z)dz ≈ J−1
J

∑

j=1

[f(x, zj) − α]+

∫ $
∈<n+1(1 − z0)p(z)dz

∫ $
∈<n+1 q(x, z′)p(z)dz

≈

∑J
j=1(1 − z

j
0)

∑J
j=1 q(x, zj)

7



&�� c z
j
0 � |�xjy�z c zj ����crG	� (1)

4 � � !/pU3���� ��� | � ��� ^�� m 4 8�p #%�&
[f(x, zj)−α]+ ��@
c�G � |����+�
	 Y����� A�a�¦�D�p 3 {��73 w G������	qnr �� -�. � ��� �/p 3 { V 4 7�p #���8 ^�����a U � 3 {��j34- | -�. (6) � ��^	q�r  � -�. � ��� � p 3 { V 4 7�p #

min
α∈<, 1 ∈<n+1, � ∈<J

α + ((1 − β)J)−1 ∑J
j=1 yj

subject to yj ≥ f(x, zj) − α

yj ≥ 0 (8)

q(x, zj) ∈ Q , j = 1, . . . , J,
∑J

j=1 q(x, zj) = r−1
0

∑J
j=1(1 − z

j
0)

3�3�4
y ��� & ������c & 	 Y����� A 4 8�- | y = (y1, . . . , yJ)>

4 8�p #

3.3 SUTWVRXZYR[ �
^

3.2 _ 4 f�g�c &�a�bnc � ! �n� ���=��a+8�pr_���? � � V � CVaR
V )=* �=��p+j

^�a ¤�¥ p#" {�D/��j�^ 4 8 w & V |~}�!
{ � B�� ! CVaR a�8�p�_ �%$ ��&���F=F+���
y+¢�^D���=_�a 4 7�p � � $�M p'" {�D/� a�b�c V H��/�"!
p # +�^�����m�,/{�^�(�)�a
H�� & {�7=|~8�p=<�>�^+*#	  a�,�-�c & 8 4 | }+^�. 4 ����y=¢���� V 4 7�p � ��/ x
��p��/� V�0�1 4 8�p�E/� 4 8�p #�2 �+^ a�b�c 4 � ! ����y=¢�a $�M p'"�{�D+3 3 { V
! q(x, z′) ^�_Wa�4W7�xk�Zp5"
{`D63 3 {h{5�7�W��^ 4 | 3 ^ -`. � �W^ 383k� 
 � , 47�p #

max1 ∈<n+1

∫ $
∈<m+1 q(x, z′)p(z)dz

subject to φβ(x) ≤ Cβ

q(x,Z ′) ∈ Q a.s. (9)

r ≥ r̄

3+3�4
Cβ ��9�:<;'= c β ��� � p CVaR ^ 9+: a�����p 
 A 4 8�p # %+& )
> ^ 9=: ���� �n�=� r

V |����D(�^�b 
 ��p'?
@�_ r̄
��8 ����p 3 {�a�?n@=��p & ¥ ^ 9�: 4 8�p #%�& 
 'BA 34- |CA FEDr^ 9+: �

F (x, α) ≤ Cβ

{�D<3 9=: ��F�7 � ��p 3 { V 4 7�p #���8 3�- ^ 3.2 _ 4�` 6 & ^�{�G<HJI�K�a�¦�D�p
{�| -�. (9) � ��^�q�r  �� -�. � ��� � p 3 { V 4 7�p #

max
α∈<, 1 ∈<n+1, � ∈<J

J−1 ∑J
j=1 q(x, zj)

subject to α + ((1 − β)J)−1 ∑J
j=1 yj ≤ Cβ

yj ≥ f(x, zj) − α (10)

8



yj ≥ 0

q(x, zj) ∈ Q , j = 1, . . . , J,
∑J

j=1 q(x, zj) ≤ r̄−1 ∑J
j=1(1 − z

j
0)

4 �������
3 ^�_ 4 � ^ 3 _ 4 f�g�c &	a�b�c ����c�G�|����=^ b \�] a�¦�D+G�y�¢�a�� 
 �/pr�
����@�A q(x,Z ′) a ¤�¥ &	��
 a m�o �
p #

4.1 ������
��� 4 ¦�D &�b \�] � |��������<*tx \�� E��'f� � ! & 1999 !�| 2000 !�^	"�#=l+m

24649 ¨�^%$=l�m A � ��^�j�^ 4 8�- |�}+^
.�& � 365 ¨�^ �=� c & l+m V ~ % !�G�D�p #
e�f=g�i�& ��'�( ��j�^ V 8�p V | 3+3�4 � [2] a	)+H�&+|�3�- �+� {�@ � -r^	*�D�{,+� !/p+j�^�a�¦�D & # }�^�e+f+g+i�a�� 1 &���� # ��� � 3 !-��^�e+f+g=i
{�|D� (1)

4
� � ! p ��� | � �+� ^�� m a�s � u & = /. c�0 {zj} a���1�c�G U w & #

� 1:
2 ��¦�D & e=f�g=i2�3�4 � 5=o l�6�7 ¢U�=�8	9 o l 4 � 5=o l�: m=¢U�=�

$��+y�;�<�> 6�: o l�: m�¢����=�> �@?�A�B � \ � 2�3�C�D�4 � 8�9 o l � � ¢����E 8 #	5+¢��=� ��F 4 �E 8 # 6�7 ¢���� 5=o l �@G=�E 8 #	H�I+¢�J 4 � k 
 o � ��G��

4.2 K�L�M�N
�O��^	C�E7G+��I�K � � $ ^�{t� - 4 8�p%PRQ�S b \�] ^�.+E��UT
��V�&�e=f=g=i b \]
zj a 500 W�X�Y����ZP &�� c 2 �@[+¦ c &	b \�]@\ E�&	� � p ��� l+m�^ 4 � �	] ¥G / D�^ 4 |�T
��V�& 500 W�a�X�^
{ ��� l=m V ��{�_ B ~�Q�`��=D�q+s V 8�p�P } 3�4

X�Y���� 500 W�^�x�y�z c .�&�~�Q�`/p �=� l+m�^�A �%a�b &�c�de�f`
p�3 3g&/c & P }`��ra�¦�D�G -�. (8) Q & � -�. (10) a@h�D�G+}�^ ) ��h�&!� � p x ^�_�a ¤�¥ p	P��
&ji -�^ 24149 lhm�^ b \W] a	kR@�¦W^UxjyQz c {Wc�G�|	lm�U`�n x {=� (7) {�a�¦�op  �" � `/p������ q(x, zj) ^�_�a  �" cr|~}�`q�,r�s�^�3%3,&���t-u p o�v�w�x�y�z B{@|�} PRQ�n@k�~������	����&�����v������ CVaR �%�����������������������Rx�����v� n���uf��~������	�	���@��o p � q(x, zj) > 1 ���	��� q(x, zj) = 1 � q(x, zj) < 0 ���
��� q(x, zj) = 0 ��u p	��� x	�� �n	¡g¢

9



���
(8) � ��� (10) ���������
	�� v q(x, zj) ∈ Q �@o������������v���� l ∈ [0, 1]

x@��o p
l ≤ q(x, zj) ≤ 1

� |�}�� �@� } v�¢���n β ����������� 99% � } v@¢

4.3 �����! 
" ��#�� Sun Microsystems $�� SUN ULTRA 60 % { � UNIX SunOS 5.7 ��&�'��)(
� { �Z +*�¢���*-,�. ��/ �-� x�021%�3��*24 � MATLAB � Optimization Toolbox 5-67 } v linprog 8���x	�)9�*�¢
���j�!8:��x@����v:* ���:; � } v=<?>!@���u=A ��B)C�v 500 D?E�x:F��?* 3 G?H��

<�>I@Ox	��JLK,�NM��IO�� Data1, Data2, Data3 � }�P ¢NM����O��Q)��� PSR3T D�E����
��M���O�� 10, 13, 16 U { � P ¢
�-V���Wg����X�Y��O��� r0 �,���%� q(x, zj) ��Z�[�� l �%��x�\3]�^S_)A-`�<�� (8) x

0)93*O¢aMO�-b�c�x | 2 �3���%� P ¢�*��K T � �-� x-01-*����%�)93*O������� 500 U
����Q���� P
R�T D�E���� { �4 � E[q(x,Z ′)] � q(x, zj), j = 1, . . . , J, ��������x |�} ¢
`�<�� (8) ��deKSA��

E[q(x,Z ′)] = (r0J)−1
J

∑

j=1

(1 − z
j
0)

{ � �3*O¢���* Tmean f Hmean �3M-�)O-� R3T D�Egfih R3T D�E �-d }�P � �%� q(x, zj)

�@����� { � P ¢ | 2 ��`�<�� (8) j��	��� P CVaR ���-`�<�� (8) ��k�l�0��	��� P)mn 8������ { � P ¢o � r̄ = 1, l = 0 ���-�pKg� Cβ �	� x-\�]2^S_qA�`3<O� (10) x�0q93*�¢:MO��b�c�x | 3

�?���@� P ¢�* ��K | 3 �:`�< � (10) j��@��� P E[q(x,Z ′)] � ��`?<�� (10) ��k?l�0
(α∗,x∗,y∗) �@��� PIm n 8����@� { � P ¢���* r ��k�l�0���dpK�A

r =

∑J
j=1 q(x∗, zj)

∑J
j=1 1 − z

j
0

{@��� ^S� P � { ��4 � CVaR ��k�l�0���deKSA
CV aR = α∗ + ((1 − β)J)−1

J
∑

j=1

y∗j

{@��� ^S� P � { � P ¢�*���K y∗j ��rIset � y∗ ��u j v�w�x |�} ¢

4.4 x�y
�-V�`�<�� (8) ����~�b�c���y�z�z { � P�{ 2 | { 13 x�} P �	��~%��y�z�z����I9�A)(

h R�T D?E��j���	� q(x,Z ′) �:�?�����?��� R�T D�E��@���@� q(x,Z ′) �:�!5��?� n ���� 4g�����LK�A39 P�� ��53	�w P ¢ � ���-h R�T D�E������ R�T D�E�����S5������)5� ^�9����)�4��3�I5��I1S�)����IA�9 P ��9� � ��x | KSA�9 P ¢ � � � ����� | 2 �
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|
2: `�<�� (8) �@��#�b�c

Data T

�����
(8) �������

r0 l E[q( 	 , 
 )] CVaR r E[q( 	 , 
 )] Tmean Hmean CVaR ����

1 10

1.1 0 0.8909 0.8375 1.1006 0.8953 0.8453 0.8959 0.8977 � 2

1.1 0.8 0.8909 0.8624 1.1073 0.8898 0.8744 0.8900 0.9021 � 3

1.01 0 0.9703 0.9532 1.0140 0.9717 0.9533 0.9719 0.9786 � 4

1.01 0.8 0.9703 0.9569 1.0159 0.9699 0.9553 0.9701 0.9709 � 5

2 13

1.1 0 0.8855 0.8454 1.1121 0.8859 0.7569 0.8877 0.8511 � 6

1.1 0.8 0.8855 0.8599 1.1153 0.8836 0.8480 0.8840 0.8704 � 7

1.01 0 0.9644 0.9519 1.0221 0.9641 0.9188 0.9647 0.9536 � 8

1.01 0.8 0.9644 0.9530 1.0221 0.9641 0.9293 0.9646 0.9547 � 9

3 16

1.1 0 0.8800 0.8591 1.1186 0.8811 0.8468 0.8815 0.8664 � 10

1.1 0.8 0.8800 0.8700 1.1200 0.8799 0.8683 0.8800 0.8856 � 11

1.01 0 0.9584 0.9512 1.0282 0.9585 0.9432 0.9587 0.9537 � 12

1.01 0.8 0.9584 0.9517 1.0283 0.9585 0.9436 0.9586 0.9552 � 13

|
3: `�<�� (10) �	��#�b�c

Data T

�����
(10) �������

Cβ E[q( 	 , 
 )] r CVaR E[q( 	 , 
 )] r Tmean Hmean CVaR ����

1 10

0.8 0.8633 1.1352 0.8000 0.8674 1.1359 0.8096 0.8682 0.8670 � 14

0.85 0.9001 1.0888 0.8500 0.9046 1.0892 0.8575 0.9052 0.9088 � 15

0.9 0.9363 1.0466 0.9000 0.9413 1.0468 0.9047 0.9417 0.9517 � 16

0.95 0.9682 1.0121 0.9500 0.9699 1.0159 0.9504 0.9701 0.9771 � 17

2 13

0.8 0.8502 1.1456 0.8000 0.8509 1.1580 0.7163 0.8529 0.8092 � 18

0.85 0.8889 1.0958 0.8500 0.8892 1.1082 0.7616 0.8910 0.8552 � 19

0.9 0.9259 1.0519 0.9000 0.9258 1.0641 0.8373 0.9271 0.9038 � 20

0.95 0.9630 1.0114 0.9500 0.9627 1.0233 0.9158 0.9634 0.9519 � 21

3 16

0.8 0.8239 1.1679 0.8000 0.8304 1.1869 0.7806 0.8310 0.8086 � 22

0.85 0.8722 1.1098 0.8500 0.8734 1.1284 0.8372 0.8739 0.8578 � 23

0.9 0.9148 1.0581 0.9000 0.9154 1.0766 0.8896 0.9157 0.9052 � 24

0.95 0.9574 1.0111 0.9500 0.9575 1.0293 0.9419 0.9577 0.9526 � 25
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Hmean ( h R�T D�E��	���j���@� � ) �:����� Tmean (
R?T D�E��@���j���	� � ) �:��5� ^�1�C� �A�9 P�� ������(�	�� P ¢�K���K { 2, 6, 10 �����IA�� P ���@���	� q(x,Z ′)

����������`�<�����0�1	����;��pK�*����	�	���	�	 �A�
��)1SB�C P�� ��5�}�A��
� P ¢���@{	|
2 ��} P �@� Data1 ��;� �*������� r0 � l �������	����V�`�<�� (8) ��k�l

0��%� � P CVaR �����q4-(,�O~3b3c ��� � P CVaR �%���3�2� 5�
 �q1�C  NA39 P ¢�M
�������IA Data2, Data3 ��;� �*��� { ������~�b�c��	��� P CVaR �	�)5�`�<�����0
9�* ���O� CVaR �%�����q9)(%���-C� 3A39 P ¢ � ��*��O� �����I8-�	��� � P ���-;��}�P �����@��������� }�� � { �	�)4���9�b�c)5��p��� P �)����C P �������� P ¢
�3* | 2 ��M���� ���	��})A�� P ��� ~%��<�>)@���;��LK�*�����q(����O~�b�c������P X�Y������ r �@������`�<�����0 1��	������� K�*�X�Y�� ��� r0 �	�����)9�(@��5��
���IA�9 P ¢I^���� E[q(x,Z)] ����(���0�� ��~�b�c��@����9�A��I9�(���5��e� ��*�¢{

2,
{

3 � { 6,
{

7 ��} P �%� l � 0 �2� 0.8 ��\I� P�� �	���% �A����	�������I5	�
���q1S\�]LKg� l 5 0.8 ������%���	���-���I5 0.8 � 1 �������^��2� �)A39 P�� ��5�	
� P ¢�K���K Data3 �@�!9�*����� { 10,

{
11
{ ��� l ��\�]�^
_�A�( ���@�����?���

��M����I~
\�])5�}p���)C��� �*�¢���*I~@��<�>I@�����9�*��� { ( r0 � 1.01 �)K�*��
������� l ��\�]�^�_�* � �@�	� P ���	����������\�]�������4 �e���IC��� �*�¢ � ���
r0 ���!� � ^31)K * � �����q4 � � �	� q(x, z′) ���q5���� n � 1 ���)9q(%���-C P *��O�
���%���	�I5 0.8 �q4�(�
���9q(	��5�����"I~	��C24 � l ���3��� 0 �2� 0.8 ��\�]^S_)A
(�����4 \�]���#��)C�9���� { � P ¢
o ��� `�<O� (10) �-0)9�*-b�c�� | KS*�$�z�z { � P�{ 18 | { 25 �-}IA�� P ¢ � ��$
z:z���} P �	� Cβ �	����
���1 }�P ���?��A	���@� q(x, z′) ���?��5�%�&���'�( K�A�9
1�)�*I5�	�� P ¢�`�<�� (10)

{ ��� CVaR �	�I5 Cβ + Z���C P (������ { ���������	���5 { � P ����
��I1�C P ����C)(	����0���K�A	����A�9 P *���� Cβ �	�	��
���1 } �, }P �I~������������ n � 1 ���I9	����C� �A�9)1 ¢ � ����-I9�.I��� , �0/�1 }P�23 s��%�	��
��)1 }�P �����j�����������������O�	�I^�4 P�� ��5 { � P ��9� � ��� |
K
A�9 P ¢|

3 � Tmean (
R�T D�E��@���@���	��� ) � Hmean ( h R�T D�E��@���@������� ) ���

� P �%� R�T D3E���dLK�A�h R3T D�E5�I4�(�6)9%���	�����q��4S��9����!���I��A�9 P��
��5�	�� P ¢
��*:`?< � (8) �:b�c ��7�)���� Data1 �	�!9?*�����:`?<�� (10) �:0!9?A�� � � P

CVaR �)4�(���~�b�c { � CVaR ���I5�
��I1�CO �A�9 P ¢ K��K Data2, Data3 ���)9
*������� Cβ �������8�)� V ��`?<�����0 � ��~?b�c�� { CVaR ���!9@�)5��e� �)*�¢
��* E[q(x,Z)] � r ��� 0��g��~�b3c����q9�A�h!9����q9	�q5��p� �I*�¢ � ��b3c��=;��}�P �����@��������� }�� � { �	�)4���9�b�c)5��p��� P �)����C P �������� P ¢|

3 �-`�<�� (10) j����)9�A�� CVaR �%�)5 Cβ ��:LK�1�C� �A�9 P�� ������k�l�0���!9�A�`?<�� (10) �<; � m �:����5�=)9�A?9 P � :�>!5�?p4A@� �A�9 P ¡ � ��� | K
A
9 P ¢+��* | 3 ��`�<�� (10) j����)9�A�� r �@�I5����LK�*	� r̄ = 1 �I4�(�
��)1�CO �A
9 P ¢ � � � ���I4 �=k�l30 �	�q9�A�`3<�� (10) ��k�B��-�3����=I9�A39�C39 � �-5�	C�P ¢
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`�<�� (8) ��`�<�� (10) ��(	��� R�T D�E���dpK�A�h R�T D�E �I4�( ���pKSA���9����
���I� P �����)8-���	����� � P�� ��5 � ����� �q*�¢�X3Y������!��� P ������� }P �
��O��� `3<�� (8) �%�I9�A r0 �������I��� , ��1 � /C1 { � P�2 3 s��	�q5���� �W,�
�)�� �)A�9 P C2� , ��`3<�� (10) �%�I9�A Cβ �%�	��M���� ����� } � , ��9�¢������
l � 0.8 �I4�( 0 �IK�*��)5 R�T f h R�T ���	��]�5 { � P � { � l = 0 �)K�A	�)9�A��%�
�	� q(x,Z ′) 53� P � ( * ��� , 0.7 � 0.8 CI~ ) ��Z�
 P D�E��-d KSA���������q	3C�9��
�:9�������5��!����� P ¢��?*�`�< �	��0�1@���@��9 P ���@�@��������� }�� �@���)4 �
��4���������9@���	�)8�� q(x,Z ′) 5	�)� P (@���
X�Y�^S� P ¢

5 ���
"����	� { �����	�I835��������L������� D3E������	�� ���� �p� � P"! � 2 3 s���#
W�A��3�	��$��	% P"& ����6�'LK�*�¢NM���� 2 3 s��	 ��IK�A��NZ�� 2 3 s�� ; �)(�� P
CVaR ���)9�*�¢+M�KSA	��<�>I@��	�I9�*�������#����I4 � " & ���	�I9�� , R�T D�E��
deKSA�h R�T D�E5�)4�(���9����	���)����� P�� ����*pK�*�¢
6�' K *�`3<O�)(��O�S;O��% P � �%�%���q5��q� P �-�3�qA ��� �O�+-,�5�
��q1�C P ¢
�����%����������%e��,�. ��/ ��� ��0�1�����h!9���.���5���� P ¢ �� �A/�B������	�
�3�����C� K Aq( �-� �O�+),353�3�24 
 �q1-C2�SC39!�q� C�`�<O�!���q� P10 vq53� P ¢
��* "������ (����32�X�4�5�6 M(x,Z ′) �	�	� 1 �����LK
A���7�]eKS*�5��@�������389;: & �3<	=����� �A�8 9 ��6���
���^	��B)C P ��V>(�� P ¢�M���*���� M(x,Z ′) ��~
�	�I�g���I� P �C���)��C��-� , C�SC�9�¢ ^q�,��/)
���`�<��)(O� R�T D�E������
	�
6�� 0 (3� P �qKS*�5O� D�EI5 R�T KS*��IKSAI(@?	AqCI~	�!�% 3A�� P@B � ���	6q5�
	�
(�� P ��(�� P ¢aM���*�����C�DI8-�	���I� P ���� R�T % P f K
C�9��������I� P �
(���CI1 � R3T KS*��	���	
���6�(@E���F�"	(�C	DI8�������G	% P ����(�� P ¢+M������
����$3����������~����	���� )5I~	� B ����H�I	J���K  3A�9 P ������L�� P�� ��(@M�v
(�� P ¢
�3* "������ (�6�' K * & ���A-NO�-��O �q(1#�PQ(O� P ¢�R�(�S�A-NC��T ���C4 P �%�

AQN�U3$���A)N�V��	WI5�X	Y!��Z � K�*������AQN-����[L� � ����C4 �\C�DI5�]LW P��
�@��C P ¢ � �������^V���W���K���)-_�C�` � � TI� ,�a�b ��X�Y	cIC)~�¡�5�M���V���W
5�X�Y!��Z � % � ����h�9��dI9�8�eI5�� P �)KSAO�+M���` � ��Pq9�A�V���W���A)N�f	�
$���% P ��� 5��I��� � P ¢ � ���)�SC ��� ��d KSA)(�� "��	��� (�6�' K�* & ����l	P
% P�� �����I4 ��AQN�f	��$���% P 8����@��� P�� ��5�(�� P ¢
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A ������������	�
���������
A.1 ����� (8) ������������� �"!�#%$�&�')(+*)��,�-
A.1.1 . Data1 /
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2: r0 = 1.1, 0 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �98;: ( < ) �>=?8?: (@ )
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3: r0 = 1.1, 0.8 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �98?: ( < ) �9=;8A: (@ )
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4: r0 = 1.01, 0 ≤ q(x, zj) ≤ 1 � 8A: ( < ) �>=A8;: ( @ )
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5: r0 = 1.01, 0.8 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �>8?: (< ) � =A8;: ( @ )
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6: r0 = 1.1, 0 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �98;: ( < ) �>=?8?: (@ )
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7: r0 = 1.1, 0.8 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �98?: ( < ) �9=;8A: (@ )
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8: r0 = 1.01, 0 ≤ q(x, zj) ≤ 1 � 8A: ( < ) �>=A8;: ( @ )
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9: r0 = 1.01, 0.8 ≤ q(x, zj) ≤ 1 �>8?: (< ) � =A8;: ( @ )
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16: Cβ = 0.9 �>8A: (< ) �>=A8;: ( @ )
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17: Cβ = 0.95 � 8?: ( < ) �9=;8A: (@ )

22



A.2.2 . Data2 /

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

012

35456 0

200

400

600

800

1000

1200

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

012

35456
7

18: Cβ = 0.8 �>8A: (< ) �>=A8;: ( @ )
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20: Cβ = 0.9 �>8A: (< ) �>=A8;: ( @ )
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22: Cβ = 0.8 �>8A: (< ) �>=A8;: ( @ )
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24: Cβ = 0.9 �>8A: (< ) �>=A8;: ( @ )
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