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摘要

線形二次錐計画問題とはアフィン集合と二次錐の直積をアフィン変換した集合との共通集合上において，

アフィン関数を最小化する問題である．線形二次錐計画問題の解法としては内点法 (特に主双対内点法)が
最も知られているが，線形計画問題に対する単体法を拡張した単体法的手法に関しても，これまでいくつ

かの研究がなされている．しかし，既存の単体法的手法は実装に至っていなかったり，一部のクラスの問題

に対してしか適用できないという問題点がある．

そこで，本報告書では線形二次錐計画問題を線形半無限計画問題に変換し，線形半無限計画問題に対す

る単体法的手法として知られている Dual-Simplex Primal-Exchange法を適用することを考える．ここで，
線形半無限計画問題とは，目的関数が線形で，制約条件が有限個の線形等式と無限個の線形不等式で表さ

れるような問題である．さらに，この線形半無限計画変換に基づく単体法的手法と，既存の主双対内点法

のソルバーとの比較実験を行う．特に，構造が似ている複数の線形二次錐計画問題を逐次的に解く場合に，

単体法的手法が有効であることを確認する
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1 序論

線形二次錐計画問題 (Linear Second-Order Cone Programming: LSOCP) [1]とは次のように表される問
題である．

(LSOCP) minimize cT x

subject to Ax + b ∈ K
(1)

ここで，A ∈ Rn×m, b ∈ Rn, c ∈ Rmは与えられた行列およびベクトルであり，K ⊆ Rnは ni次元の二次錐

K(ni) :=





{
u = (u1, u) ∈ R× Rni−1 u1 ≥ ‖u‖, u1 ∈ R, u ∈ Rni−1

}
(ni ≥ 2)

R+ = { u ∈ R u ≥ 0 } (ni = 1)

を用いて,
K = K(n1) ×K(n2) × · · · ×K(np)

と表される集合である集合である．ただし，n1 + n2 + · · ·+ np = nであり，‖ · ‖はユークリッドノルムを
表す．本報告書では n次元実ベクトル uに対して，その第一成分を u1，残りの n− 1個の成分を 1つのベ
クトルとみなして u と書く．また，(u1, u) ∈ R× Rn−1 と

(
u1
u

) ∈ Rn とをしばしば区別せずに書く．

実際，LSOCPは幅広いクラスの問題に応用できることが知られている．たとえば，現実の応用例として，
Antenna array weight designや有限インパルス応答フィルタの設計，損失リスクの制約を含むポートフォリオ
最適化などが知られている [5]．また，非負象限は 1次元の二次錐の直積でもあるので，LSOCPは線形計画問
題 (Linear Programming: LP)を部分クラスとして含んでいるし，二次計画問題 (Quadraric Programming:
QP)やある種のロバスト最適化問題も，LSOCPに再定式化することができる．一方，LSOCPを部分クラ
スとして含むより広いクラスの問題として半正定値計画問題 (SemiDefinide Programming: SDP) [11]があ
る．しかし，SDPは行列を変数とした最適化問題であるため，LSOCPとして解ける問題を SDPに変換し
て解くのは，計算量の観点からも好ましいとはいえない．

LSOCPを解くためのアルゴリズムに関して，これまで多くの研究がなされてきた．その中でもっとも
よく知られているのが内点法 [14]である．特に主双対内点法 [10, 14] は収束性に関して理論面においても，
実装面においても非常に有効であり，実際にいくつかのソフトウェアが開発されている [9, 8]．一方で LP
に対する単体法 (シンプレックス法) [2]を拡張したアルゴリズム (単体法的アルゴリズム)もこれまでいく
つか提案されている．たとえば，Pataki [7] らは，LSOCPより広いクラスの問題である SDPに対して LP
に対する単体法を理論的に拡張した．しかし，彼らは具体的な SDPに対してアルゴリズムを実装するには
いたっていない．また，村松 [6]は，ある特殊な構造をもつ LSOCPに対して，LP の単体法における辞書
(dictionary)と同様のものを定義し，それに基づき実装可能な単体法的アルゴリズムを提案した．さらにそ
の実装報告が栗田 ·村松 [13]によってなされている．
このように，LSOCPの解法は大きく二つに分けて内点法と単体法的アプローチがあるが，一般的には，

前者の方が後者に比べて理論的にも実用的にも優れている．実際，村松の単体法的アルゴリズムは LSOCP
の一部のクラスの問題にしか適用できないのに対し，主双対内点法はほとんど全てのクラスの LSOCPに対
して適用できる．また，単体法的アルゴリズムは，LPに対する単体法が必ずしも多項式時間で収束しない
ように，一般には多項式時間で収束することが保証されていない．さらに，実行可能領域の端点 (extreme
point)をたどって，最適解を見つけるため，解に収束するのが遅い．これに対して，主双対内点法は，多項
式時間で収束することが理論的に保証されている．

しかしながら，LSOCPに対して単体法的アルゴリズムを考えることは単に理論的な興味だけでなく，次
のような実用的な利点が考えられる．たとえば，アルゴリズムの部分問題のように，複数の LSOCPを順々
に解いていかなければならないという状況を考えよう．このような場合では，各 LSOCPは互いによく似た
構造を持ち，ある一つの LSOCPの解はその直前に解いた LSOCPの解の近くに存在することが多い．した
がって，こういった状況に対しては，単体法的手法の方が，一つ前に解いた問題に対する基底の情報を上手

く使うことにより，次の LSOCPをより効率的に解けることが期待できる．



本報告書では，LSOCP に対する単体法的アプローチとして，LSOCP を線形半無限計画問題 (Linear
Semi-Infinite Programming: LSIP)に再定式化し，その LSIPに対してDual-Simplex Primal-Exchange法
(DSPE法)を適用することを考える．ここで LSIPとは，決定変数が有限次元であり，無限個の線形不等式
で表されるような制約条件の下で，線形関数を最小化するような問題である．なお，本報告書で提案する

アプローチは，先に述べた LSOCPに対する既存の単体法的アプローチとは異なる点がいくつかある．実
際，一般的な形の LSOCPはすべて LSIPに再定式化することができるので，村松 [6]のように対象とする
LSOCPの形を限定する必要がない．また，LSIPに対する DSPE法は，以下の節でのべるように容易に計
算機に実装することができる．

本報告書の構成を述べる．2節では，LSOCPと LSIPの具体的な形を示し，LSOCPを LSIPに再定式化
する．3節では LSIPに対する単体法的アルゴリズムである DSPE法を導入し，それを LSIPに再定式化さ
れた LSOCPに対して実装する際の重要な性質について述べる．4節では，LSOCPに対して 3節で述べた
単体法的アルゴリズムと既存の主双対内点法のソルバーとの比較実験およびその考察を行う．特に，構造が

似ている複数の LSOCPを解く際に，単体法的アプローチが有効であることを確認する．5節では，本報告
書のまとめと結論を述べる．

2 線形二次錐計画問題と線形半無限計画問題

2.1 線形半無限計画問題とその双対性

本節では，LSIPとその双対問題を具体的な形で示し，その背景について説明する．さらにそれらが強双
対性をもつための条件，すなわち，元の LSIPが最適性を満たすための条件について述べる.

LSIPは具体的に以下のように書くことができる．

minimize c>x

subject to a>t x ≥ bt (∀t ∈ T )
(2)

ここで c ∈ Rm は与えられた定数ベクトル，T は任意の添字集合，at = a(t) = (a1(t), . . . , am(t))> は T か

ら Rm への写像，bt = b(t)は T から Rへの写像である．
問題 (2)に対する双対問題として，ボレル測度 [15]を変数としたものと Haarの双対問題の二つが主に知

られている．T がコンパクトな距離空間であり，制約条件式に含まれる関数 at, btが T 上連続であるものと

する．このとき，双対問題は以下のように書くことができる．

maximize
∫

T

b(t)µ(dt)

subject to
∫

T

a(t)µ(dt) = c

µ ∈ W, µ ≥ 0

(3)

ここで，W は T 上のボレル測度の空間であり，µ ≥ 0は任意のボレル集合 T ′ ⊆ T に対して µ(T ′) ≥ 0であ
ることを意味する．しかし，この形の双対問題は，一般の添字集合 T に対して定義できず，変数が測度の形

で与えられているため計算機で扱うことが困難である．そこで，(3)において，実行可能解 µを離散的なも

の1に限定した Haarの双対問題を考える．具体的には，supp λ := { t ∈ T λt 6= 0 }が有限集合であるよう
な関数 λ : T → R+を考え，そのような関数を要素とする集合を R(T )

+ := { λ : T → R+ |suppλ| < ∞}と
する．すると，双対問題 (3)の積分を有限個の和によって置き換えることができる．それゆえ，主問題 (2)

1具体的には “有限個のディラック測度の重み和として表されるような離散測度” を指す．



に対する Haarの双対問題は次のように書ける．

maximize
∑

t∈T

λtbt

subject to
∑

t∈T

λtat = c

λ ∈ R(T )
+

(4)

ここで，
∑

t∈T は t ∈ suppλとなるようなすべての t ∈ T に対して総和を取ることを意味する．双対問題

(4)は，双対問題 (3)の実行可能領域を狭めたものになっているが，一般的な条件で (3)と (4)の最適値が
一致することが知られている [4, Chapter 8]. さらに，T がコンパクトな距離空間でない，より一般的な集

合であっても，双対問題 (4)を定義することができる．本報告書では，これ以降，Haarの双対問題のみを
LSIPの双対問題として扱う．
また LSIPの主問題 (2)および双対問題 (4)について，以下のような最適性条件を与えることができる．

この命題は，3節で述べる DSPE法において，終了条件と得られた解の最適性とを結びつけるのに重要な
役割を果たす．

命題 2.1. xを LSIP(2)の実行可能解，λ ∈ R(T )
+ を LSIPの双対問題 (4)の実行可能解とする．このとき，

λt(a>t x− bt) = 0 (t ∈ T ) (5)

が成り立つならば，x,λはそれぞれ (2)，(4)の最適解である．

証明. [4, Theorem 7.1 (i)]および，[4, Theorem 7.6 (iii)]より成り立つ．

2.2 線形二次錐計画問題の半無限計画変換

本節では，二次錐を無限個の線形不等式制約で書き換えることにより LSOCPを LSIPに再定式化するこ
とを考える．次の命題は，k次元の二次錐K(k)が無限個の線形不等式を用いて等価に書き換えられること

を示している．

命題 2.2. k− 1次元の単位球を T̃ :=
{

t ∈ Rk−1 ‖t‖ ≤ 1
}
とする．このとき，(u1, u) ∈ K(k)であること

の必要十分条件は

u1 ≥ t>u (∀t ∈ T̃ ) (6)

が成り立つことである．

証明. まず，対偶を用いて必要性を示す．(6)式を満たさないような (u1, u) ∈ Rk が存在するとする．この

とき，ある t ∈ T が存在して，u1 < t>uが成り立つ．したがって，u1 < tT u ≤ ‖tT u‖ ≤ ‖t‖‖u‖ ≤ ‖u‖が
成り立つ．よって，(u1, u) /∈ K(k) である．

次に，十分性を示す．(6)式を満たすような (u1, u)を任意にとる．ここで，t′ := u/‖u‖とおくと，t′ ∈ T̃

より

u1 ≥ (t′)>u =
(

u

‖u‖
)>

u = ‖u‖

を得る．よって，(u1, u) ∈ K(k) である．



次に，以下のようにK の直積構造に応じて以下のように行列 Aとベクトル bを分割する．

A =




(
(a1)T

(A1)T

)

(
(a2)T

(A2)T

)

...(
(ap)T

(Ap)T

)




b =




(
b1
1

b
1

)

...(
bp
1

b
p

)




ここで，ai ∈ Rm, Ai ∈ Rm×(ni−1), (bi
1, b

i
) ∈ R × Rni−1 (i = 1, . . . , p)である．このとき，LSOCP (1)の

制約は ((ai)>x + bi
1

(Ai)>x + b
i

)
∈ K(ni) (i = 1, . . . , p)

と書くことができる．したがって，命題 2.2より，LSOCP(1)は次のように LSIPの形で書き換えられる．

minimize c>x

subject to (ai −Aiti)>x ≥ (ti)>b
i − bi

1 (∀ti ∈ T̃ i i = 1, . . . , p)
(7)

ここで，T̃ i =
{
ti ∈ Rni−1

∣∣ ‖ti‖ ≤ 1
}
である．次に LSIP(7)の双対問題と LSOCP(1)の双対問題との関係，

およびそれらに対する最適性の条件について述べる．まず，LSOCP(1)に対する双対問題が以下のように
表わされることに注意する．

maximize −b>y

subject to A>y = c

y ∈ K

(8)

また，LSOCPの主問題 (1)と LSOCPの双対問題 (8)に対して，最適性条件が次のように与えられる．

命題 2.3. x ∈ Rm を主問題 (1)の実行可能解，y ∈ Rn を双対問題 (8)の実行可能解とする．このとき，

(Ax + b)>y = 0 (9)

が成り立つならば，x, yはそれぞれ主問題 (1)，双対問題 (8)の最適解である．

証明. LSOCPに対する弱双対定理 [16, 定理 5.9]より成り立つ．

一方，LSIP (7)に対する双対問題は次のように書ける．

maximize
λ1,λ2,...,λp

p∑

i=1

∑

ti∈T̃ i

λi
ti((ti)

>
b
i − bi

1)

subject to
p∑

i=1

∑

ti∈T̃ i

λi
ti(ai −Aiti) = c

λi ∈ R(T̃ i)
+ (i = 1, . . . , p)

(10)

また，LSIP(2)とその双対問題 (4)の実行可能解に対して，命題 2.1を適用すると，最適性条件は次のよう
に与えられる．

λi
ti

{
(ai −Aiti)>x− ((ti)

>
b
i − bi

1)
}

= 0 (i = 1, . . . , p) (11)

次に LSIP(7)の双対問題 (10)と LSOCP(1)との関係について述べる．LSOCP(1)と LSIP(7)の決定変
数はいずれも x ∈ Rmであり，各々の実行可能領域は同一である．一方，それらの双対問題 (8)および (10)
の決定変数や実行可能領域は全く異なる．後述の数値実験では，解の精度を評価する際に，問題 (10)の実
行可能解 λ = (λi)p

i=1 ∈ RT̃ i

+ × · · · ×RT̃ p

+ を元の LSOCPの双対問題 (8)に対する実行可能解 y ∈ Rnへと対

応づける必要がある．そこで，以下では，それらの具体的な対応づけを示す．



命題 2.4. 問題 (10)の任意の実行可能解 λに対して，y ∈ Rn を

y :=




(
y1
1

y1

)

(
y2
1

y2

)

...(
yp
1

yp

)




=




( ∑
t1∈T̃ 1 λ1

t1

−∑
t1∈T̃ 1 λ1

t1t
1

)

( ∑
t2∈T̃ 2 λ2

t2

−∑
t2∈T̃ 2 λ2

t2t
2

)

...( ∑
tp∈T̃ p λp

tp

−∑
tp∈T̃ p λp

tptp

)




(12)

と置くと，このとき，yは (8)の実行可能解である．ただし，(yi
1, y

i) ∈ R×Rni−1 (i = 1, 2, . . . , p) である．

証明. 問題 (10)の実行可能領域を ΛD とし，任意の実行可能解を λ ∈ ΛD とする．このとき，(12)式で表
わされるベクトル y = (yi

1, y
i)p

i=1 の各 i = 1, . . . , pに対して以下の不等式が成り立つ．

(yi
1)

2 − ‖yi‖2 =


 ∑

ti∈T̃ i

λi
ti




2

−
∥∥∥∥∥∥
−

∑

ti∈T̃ i

λi
titi

∥∥∥∥∥∥

2

≥

 ∑

ti∈T̃ i

λi
ti


−


 ∑

ti∈T̃ i

λi
ti‖ti‖




2

≥ 0

ここで，最初の不等号は λi
ti ≥ 0と三角不等式より，二つめの不等号は ‖ti‖ ≤ 1より従う．よって，y ∈ K

である．さらに，問題 (10)の等式条件および (12)式より

c =
p∑

i=1

ai
∑

ti∈T̃ i

λi
ti −

p∑

i=1

Ai
∑

ti∈T̃ i

λi
titi

=
p∑

i=1

(
aiyi

1 + Aiyi
)

= A>y

を得る．よって，λ ∈ ΛD から (12)式で生成されたベクトル yは問題 (8)の実行可能解である．

最後に x, λがそれぞれ問題 (7)および (10)の最適解であるとき，(12)式で定義されるベクトル yが元の

LSOCPの双対問題 (8)の最適解になっていることを示す．

命題 2.5. 問題 (7)，(10)の実行可能解 x, λが最適性条件 (11)を満たすとする．このとき，xおよび (12)
式で定義されるベクトル yは LSOCPの最適性条件 (9)を満たす．すなわち，x, yはそれぞれ元の LSOCP
の主問題 (1)とその双対問題 (8)の最適解である．

証明. x, λをそれぞれ最適性条件 (11)をみたすような問題 (7)，(10)の実行可能解とする．このとき，xお

よび，(12)式で定義される yはそれぞれ元の LSOCPの主問題 (1)および双対問題 (8) の実行可能解である．
さらに，(11)式より任意の ti ∈ T i (i = 1, 2, . . . , p)対して

((ai)>x + bi
1)λ

i
ti + ((Ai)>x + b

i
)>(−λi

titi) = 0

が成り立つので，ti ∈ supp λi に対して総和を取り，(12)を代入すると，

((ai)>x + bi
1)y

i
1 + ((Ai)>x + b

i
)T yi = 0 (13)



を得る．(13)は i = 1, 2, . . . , pについても成り立つので，

(Ax + b)>y = 0

が成り立つ．よって，命題 2.3より，xおよび yはそれぞれ元の LSOCPの主問題 (1)および双対問題 (8)
の最適解である．

3 単体法的アルゴリズム

前節では，LSOCPが LSIPとして等価に再定式化できることを示し，それらの双対性や最適性について
議論した．本節では，LSIPに対する代表的な単体法的アルゴリズムである DSPE法 [4, Chapter 12] を紹
介する．さらに DSPE法を LSOCPから再定式化された LSIPに適用する．

3.1 Dual-Simplex Primal-Exchange法

DSPE法は LPにおける単体法を LSIPに拡張したものであり，その名が示すように，双対問題の空間で
ピボット操作を行い，それが主問題の空間ではアクティブな制約を交換 (exchange)することに対応してい
る．本節では，一般の LSIP(2)に対する DSPE法について述べ，その性質についていくつか紹介する．

DSPE法では，初期点として双対問題 (4)の実行可能端点を与える必要がある．そこで，まず空間 R(T )

内の凸集合に対する端点の定義と，問題 (4)の実行可能端点の性質について述べる．凸集合 C ⊆ R(T )に対

して c ∈ C が端点であるとは以下のように定義される2．

定義 3.1. C ⊆ R(T ) を凸集合とし，cを集合 C の要素とする．このとき，c = (1− µ)c1 + µc2 となるよう

な c1, c2 ∈ C \ {c}および µ ∈ (0, 1)が存在しないならば，cを集合 C の端点 (extreme point)という．

問題 (4)に対して実行可能領域を Λ :=
{
λ ∈ R(T )

+

∣∣ ∑
t∈T λtat = c

}
と表す．Λは凸集合であるので，同

様に端点を定義できる．また，Λの端点について次の二つの性質が重要である．

• λ ∈ Λが端点であることと，at (t ∈ supp λ)が線形独立であるということは同値である [3, Theorem
3.1]．

• 端点 λ ∈ Λが | supp λ| = mを満たすとき，その端点は非退化であるという．

よって，DSPE法の初期点として，at (t ∈ supp λ)が線形独立となるようなものを選ぶ．また，後述の定
理 3.1より，DSPE法において生成される点列 {λr} ⊆ R(T )

+ は常に Λの端点になることが保証されている．
LPに対する単体法が各反復で基底に対してピボット操作を行うのと同様に，DSPE法はある反復で生成

される点 λr ∈ R(T )で定義される基底集合に対してピボット操作を行う．ここで，端点 λ ∈ Λに対して，集
合 S ⊆ T が以下の２つを満たすとき，S を λに対する基底集合という．

(i) S ⊇ supp λである．

(ii) at (t ∈ S)が Rm の基底を成している．

条件 (ii)より明らかに |S| = mであるが，一般に基底集合 Sは端点 λに対して一意に決まるものではない．

しかし，条件 (i), (ii)に加え，端点 λが非退化であるならば，Sは一意に決まり，S = supp λである．実際，

LPと同様に DSPE法は，生成される端点 λr (r = 1, 2, . . .) が非退化であれば，後ほど紹介する定理 3.1に
よって, 循環が発生しない，すなわち，各反復ごとに目的関数値が狭義に減少することが保証されている．

2本定義は Rn 内の凸集合に対する端点の定義の自然な拡張になっている．



以上のことをもとに，DSPE法の詳細な手順を以下に述べる．ただし，at (t ∈ T )によって張る空間の次
元はmであり3，任意の r ∈ {0, 1, 2, . . .}に対して λr は非退化であるとする．さらに，c 6= 0mかつ，Λ 6= ∅
であるとする．

Dual-simplex primal-exchange method (DSPE法)

Step 0 初期実行可能端点 λ0 を選び，r := 0とする．また，S0 ⊆ T を λ0 に対する基底集合とする．

Step 1 方程式系 a>t x = bt (t ∈ Sr)を解き，その一意解を xr とする．

Step 2 a>t xr − bt < 0であるような t ∈ T を一つ見つけ，それを trinとおく．もし，そのような trinが存在

しない，すなわち，maxt∈T (a>t xr − bt) ≥ 0であれば，反復を終了する．

Step 3 supp gr ⊆ Sr かつ
∑

t∈Sr
gr

t at = atr
in
となる gr ∈ R(T ) を求める．

Step 4 もし −gr ∈ R(T )
+ ならば目的関数が非有界なので反復を終了する．

そうでなければ，

µr := min
t∈Sr,gr

t >0
{λr

t/gr
t }

trout := argmin
t∈Sr,gr

t >0
{λr

t/gr
t }

とおく．

Step 5 λr+1 および Sr+1 を





λr+1
t := λr

t − µrg
r
t　 (t ∈ Sr, t 6= trout)

λr+1
tr
out

:= 0

λr+1
t := 0 (t ∈ T \ Sr, t 6= trin)

λr+1
tr
in

:= µr

Sr+1 := Sr ∪ {trin} \ {trout}
で定義する．r := r + 1として，Step 1にもどる．

DSPE法について以下の定理が成り立つ．

定理 3.1. [4, Theorem 12.2] LSIPに対するDSPE法によって生成される点列を {(xr, λr)} とする．このと
き r回目の反復で以下の 3つの場合のいずれかが起こる．

(i) Step 2で反復が終了すると，xr, λr はそれぞれ主問題 (2)，双対問題 (4)の最適解である．

(ii) Step 4で反復が終了すると，双対問題 (4)は非有界であり，主問題 (2)は実行可能解をもたない．

(iii) 反復が終了しないならば，λr+1 は Λの端点であり，

∑

t∈T

λr
t bt <

∑

t∈T

λr+1
t bt

が成り立つ．

3この前提は非退化な端点が存在することに対する必要条件になっている．



このアルゴリズムについていくつか注意すべき点を述べる．Step 2では，xr において違反している制約

があるならば，それを一つ求め，xr がすべての制約を満たしているならば，xr を最適解として出力する．

ここで，毎回の反復で無限個の不等式制約の中でもっとも違反しているものを見つけることができれば，す

なわち，trin = argmint∈T {a>t xr − bt}とすることができれば，全体の収束が早くなることが期待できる．一
般的にこのような trin を見つけることは容易ではない．しかし，後述するように LSOCPを再定式化した
LSIPではこのような trinを陽に求めることができる．Step 4では次の反復で基底集合から出る Sr の要素を

選択している．さらに，Step 1, Step 3ではそれぞれ xr, gr を求めているが，これは非退化仮定の下では n

次元連立方程式を解くことで，陽に求めることができる．

3.2 LSOCPと等価なLSIPに対するDSPE法の適用

本節では LSIP(7)に対して DSPE法を適用する．DSPE法は，各反復において Step 1で求める xr に対

して Step 2で t
r = argmint∈T {a>t xr − bt}なる t

r ∈ T を見つけることができれば収束が早くなることが期

待できるが，一般にそのような t
r
を求めることは容易ではない．しかし，LSIP(7)に対しては，このよう

な t
r
を陽に求めることができる．

まず，LSIP(2)の T に対応するものは，LSIP(7)では T̃ i (i = 1, . . . , p)の直和，すなわち，

T = T̃ i ⊕ T̃ 2 ⊕ · · · ⊕ T̃m

であることに注意する．したがって，T の任意の要素は i ∈ {1, . . . , p}と ti ∈ T̃ i を用いて，

t = (i, ti)

と表すことができる．次に，r番目の反復点 xr および集合 T̃ i =
{
ti ∈ Rni−1

∣∣‖ti‖ ≤ 1
}
を用いて，t

r,i
と

sr,i (i = 1, . . . , p)を以下のように定義する．

t
r,i := argmin

ti∈T̃ i

{(ai −Aiti)>xr − (ti)
>

b
i
+ bi

1}

= argmin
ti∈T̃ i

{(ti)>(−(Ai)>xr − b
i
) + (ai)>xr + bi

1}

=
(Ai)>xr + b

i

‖(Ai)>xr + b
i‖

sr,i := min
ti∈T̃ i

{(ai −Aiti)>xr − (ti)
>

b
i
+ bi

1}

= −‖(Ai)>xr + b
i‖+ (ai)>xr + bi

1

ここで，t
r,i
および，sr,i が陽に表せていることに注意する．さらに，

ir := argmin
i=1,...,p

sr,i　　 (14)

t
r := (ir, t

r,ir ) (15)

とすることにより，tr が陽に計算できる．なお，(14)において ir の候補が複数ある時は，iが小さいもの

から選択する．また，

sr := min
i=1,...,p

sr,i (16)

について，sr ≥ 0が成り立つとき，xr は LSIP(2)の最適解になっているので反復を終了する．
以上の議論をもとに DSPE法を LSIP(7)に適用する．ただし，DSPE法において適用される仮定はすべ

て満たされているとする．なお，簡単のため以下の表記を導入する．反復 r回目における基底集合を Sr ⊆ T



とする．また，任意の t = (i, ti) ∈ T に対して

ãt := ai −Aiti (17)

b̃t := (ti)>b
i − bi

1　

とおく．このとき，問題 (7)に対する DSPE法は以下の通りである．



LSOCPと等価な LSIPに対するDSPE法

Step 0 初期実行可能端点 λ0 を選ぶ．r := 0とおく．基底集合を S0 = supp λ0 とする．

Step 1 連立方程式 ã>t x = b̃r を解き，その解を xr とする．

Step 2 t
r
を (15)式で計算し，trin := t

r
とおく．もし (16)によって求めた sr が非負ならば，反復を終了

する．そうでないなら，Step 3へすすむ．

Step 3 supp gr ⊆ Sr かつ，
∑

t∈Sr
gr

t ãt = ãtr
in
を満たす gr ∈ R(T ) を求める．

Step 4 そうでなければ，

µr := min
t∈Sr,gr

t >0
{λr

t/gr
t }

trout := argmin
t∈Sr,gr

t >0
{λr

t/gr
t }

とおく．

Step 5 λr+1 および Sr+1 を





λr+1
t := λr

t − µrg
r
t　 (t ∈ Sr, t 6= trout)

λr+1
tr
out

:= 0

λr+1
t := 0 (t ∈ T \ Sr, t 6= trin)

λr+1
tr
in

:= µr

Sr+1 := Sr ∪ {trin} \ {trout}
で定義する．r := r + 1として，Step 1にもどる．

3.3 二段階法

LPの単体法では，初期実行可能解をどのように見つけるかは必ずしも自明ではない．そのため，二段階
法と呼ばれる手法を用いて初期実行可能解を求めるのが一般的である．これは，解きたい LPに対して補
助問題を生成し，その補助問題を単体法を用いて解き，元の問題の実行可能基底解を得るのを第一段階と

し，得られた実行可能基底解を出発点として元の問題を解くのを第二段階とする手法である [12]. 本報告書
では LPにおける単体法の二段階法を LSIP(7)に対する DSPE法に拡張する．問題 (10)に対して次の補助
問題 [3]を考える．

min λ̃1 + λ̃2 + · · ·+ λ̃m

subject to
p∑

i=1

∑

ti∈T̃ i

λi
ti(ai −Aiti) +

m∑

i=k

λ̃kek = c

λi ∈ R(Ti)
+ (i = 1, . . . , p), λ̃k ≥ 0 (k = 1, . . . ,m)

(18)

ただし，c ≥ 0であるものとする4．ここで，λ̃k ∈ R (k = 1, . . . , m)は元の問題 (10)の制約条件式にそれぞ
れ対応して導入された変数であり，人為変数と呼ばれる．補助問題について次の定理が成り立つ．

定理 3.2. [3, Theorem 6.1] 問題 (10)およびその補助問題 (18)に対して以下の定理が成り立つ．ただし，
問題 (18)の最適値を va と表す．

4もし，c の成分で負のものがあれば，補助問題を生成する前に元の問題 (10) の制約条件式で，c の成分が負になっている式の両
辺に −1 をかけておけばよい．



• 補助問題 (18)が実行可能ならば，va ≥ 0である．

• もし va > 0ならば元の問題 (10)は実行不可能である．

• va = 0であるとき，最適解に対応する基底集合は，元の問題 (10)の基底集合となる．

以上の第 1段階により求まった λを初期実行可能端点として DSPE法を問題 (7)に適用する．まとめる
と，2段階法は以下のようになる．

二段階DSPE法

Step 1 与えられた問題 (10)に対して補助問題 (18)を生成し，それを DSPE法を用いて解く．そのとき，
最適値が 0ならば，Step 2へすすむ．最適値が 0でなければ，元の問題 (10)は実行不可能なのでア
ルゴリズムを終了する．

Step 2 Step 1で生成した補助問題の解，および基底を初期値として元の問題 (10)の解をDSPE法を用い
て求める．

Step 1が終了したとき，元の問題 (10)の初期実行可能端点が退化していることがある．このようなときに
人為変数に対応する添字が基底集合の中に残っていることがある．そのような場合でも，基底集合に残って

いる人為変数に対応する添字を強制的に基底集合から追い出すようなピボット操作を行えばよい．すると，

最終的には元の問題 (10)の変数に対応する要素だけを基底集合に含む実行可能端点を求めることができる．

4 数値実験

本節では，LSOCP(1)に対して，3節で提案した二段階DSPE法と既存の主双対内点法ソルバー SDPT3 [9]
とを適用し，それぞれの計算時間の比較を行う．また，構造が似ている複数の LSOCPに対して SDPT3お
よび DSPE法を適用する．このとき，DSPE法の初期実行可能基底を定める際に，一つ前の問題に対する
基底の情報を活用する．

本報告書では，実行可能解を持つような LSOCPを次のように生成する．まず，LSOCP(1)において各々
の二次錐 Kni (i = 1, . . . , p) に対応する b の部分ベクトルを bi = (bi

1, b
i
) ∈ R × Rni−1 としたとき，ま

ず b
i
の各成分を (−1, 1) の一様分布となるように選ぶ．次に，r を (0, 1) の一様分布となるように選び，

bi
1 := (1 + r)‖bi‖とする．さらに，A, cの各成分を (−1, 1)の一様分布から生成する．このように A, b, cを

決めると，bi
1 ≥ ‖bi‖が成り立つので，LSOCP(1)は少なくとも x = 0を実行可能解としてもつ．しかし，

有界性や，LSOCPについて強双対性が成り立つ十分条件である実行可能内点の存在については必ずしも保
証されないので，生成した問題が有界性や内点の存在性を満たさない場合は，その問題を破棄するものと

する．また，数値実験では DSPE法の終了条件として Step 2において sr ≥ −10−8 を採用した．なお，今

回の実験では，CPUを Pentium4 (3.2GHz× 2)と 2GBのメモリを持つ計算機上で行い，アルゴリズムは
MATLAB 7.4を用いて実装した．

4.1 LSOCP対する既存のソルバーとの比較

LSOCP(1)を，二段階法に基づくDSPE法を用いて解いた場合と，主双対内点法に基づく既存のソルバー
(SDPT3) [9]を用いて解いた場合に対して計算時間を比較する．
まず，求めた解の精度を確かめるため，精度評価関数を定義する．命題 2.3より，(x, y) ∈ Rm ×Rnがそ



表 1: 平均計算時間，平均反復回数および解の精度 (K = K(n))

m K
CPU time 平均反復回数 解の精度 e(x∗, y∗)

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE法

5 K(10) 0.136 0.030 105.5 1.326e-08 3.681e-09
5 K(100) 0.136 0.030 108.0 1.260e-08 3.748e-09
5 K(200) 0.132 0.033 108.8 2.081e-08 3.887e-09

10 K(20) 0.138 0.173 552.0 6.102e-08 4.339e-09
10 K(100) 0.143 0.172 525.6 9.254e-09 4.166e-09
10 K(200) 0.152 0.184 547.1 1.138e-08 4.450e-09

20 K(40) 0.168 1.728 3984.5 4.636e-08 4.408e-09
20 K(100) 0.150 1.665 3717.8 1.541e-08 4.629e-09
20 K(200) 0.158 1.713 3686.1 8.613e-09 4.732e-09

30 K(60) 0.193 9.430 16077.9 1.235e-07 4.721e-09
30 K(100) 0.177 11.380 14427.3 1.847e-08 4.549e-09
30 K(200) 0.217 12.839 14385.2 1.541e-08 4.651e-09

40 K(80) 0.207 49.198 42985.7 3.268e-08 4.817e-09
40 K(100) 0.227 52.349 43388.2 2.155e-07 4.731e-09
40 K(200) 0.238 51.126 40803.8 1.659e-08 4.710e-09

50 K(100) 0.266 174.705 107254.8 4.069e-08 4.759e-09
50 K(200) 0.269 167.010 100891.9 2.216e-08 4.785e-09

れぞれ LSOCP(1)およびその双対問題 (8)の解であることは，以下の式が成り立つことと等価である．

‖(Ax + b)− PK(Ax + b)‖ = 0 (19)

‖y − PK(y)‖ = 0 (20)

(Ax + b)>y = 0 (21)

A>y = c (22)

ただし，PK(·)は yから二次錐の直積K への射影を表す．(19)は xが主問題 (1)の実行可能解であること
を表しており，(20)，(22)は yが双対問題 (8)の実行可能解であることを示している．また，(21)は相補性
条件 (9)を表す．ここで，以下のような関数 eを定義する．

e(x, y) := ‖(Ax + b)− PK(Ax + b)‖+ ‖y − PK(y)‖+ |(Ax + b)>y|+ ‖A>y − c‖ (23)

このとき，任意の (x, y) ∈ Rm × Rn に対して e(x, y) ≥ 0であり，e(x, y) = 0であることと，x, y がそれ

ぞれ主問題 (1)，双対問題 (8)の最適解であることとは同値である．したがって，本実験では，e(x, y)の値
をアルゴリズムで得られた解の精度評価関数として用いる．なお，DFPE法に対しては，(12)式を用いて
LSOCPの双対解 yを生成するものとする．

実験ではまず，(1)においてK = K(n) とした．そして，変数の次元mの値を 5, 10, 20, . . . , 50と変化さ
せ，各mに対して nの値を大きく取った5．さらに，それぞれの次元 (m,n)で問題を 10個生成し，SDPT3
および DSPE法が解を求めるまでにかかった時間と解の精度を計測した．
表 1は各 (m,n)での 10回の試行に対する平均 CPU時間，平均反復回数，得られた解に対する精度関数

eの平均値を表す．また，DSPE法の反復回数はピボット操作の回数と同じであることに注意する．この結
果から，決定変数 xの次元mが比較的小さいとき，DSPE法のほうが計算時間が小さいことが見て取れる．

5このようにすると，ランダムに生成した LSOCP が実行可能領域に内点を持つことが期待できる．



さらに，SDPT3と同様に二次錐K = K(n)の次元が大きくなっても，計算時間が急激に大きくなることは

ない．しかし，mを大きくすると，DSPE法は，SDPT3と比べて計算時間が急激に大きくなる．この理由
として，変数の次元 mが大きくなると，基底集合 Sr の要素数 |Sr| = mが大きくなるため，最適基底集

合6になるまでにかかるピボット回数が増加するからであると推測できる．実際，表 1から nの値を固定し

てmの値を大きくすると，DSPE法の反復回数が急激に増加していることがわかる．また，計算精度 eの

値を見比べると，DSPE法は SDPT3と同程度かそれ以上の十分高い精度の解を返していることが分かる．
次に K が二次錐の直積で表されているような LSOCP(1)について実験を行う．LSOCP(1)ついて xの

次元をmとし，K を n次元の二次錐の直積の p個の直積，すなわち，K = (K(n))p とした．それぞれの

(m,n, p)に対して問題を 10個生成し，SDTP3と DSPE法によって解を求めた．その結果を表 2に示す．
各 (m,n, p)での変数 xの次元m，二次錐の直積構造 (K(n))p，平均計算時間，反復回数，得られた解に

対する精度評価関数 eの値を表 2に示す．まず，K = K(n) の時と同様，xの次元が比較的小さいときは，

DSPE法のほうが計算時間が小さく，両手法において二次錐の次元 nが大きくなっても，あるいは二次錐

の直積の数が増えても，計算時間が急激に大きくなることはない．それに対して，変数の次元mを大きく

すると DSPE法は SDPT3と比べて計算時間が急激に大きくなる．これはK = K(n)の場合と同様，Sr の

サイズ |Sr| = mが大きくなるため，反復回数が増加するためである．実際，(n, p)を固定し，mを大きく

すると反復回数が増加し，それとともに計算時間も大きくなっていることが確認できる．

4.2 構造が似ている複数のLSOCPを解く場合

本節では，互いによく似た構造を持つ複数の LSOCP(1)を順々に解く場合を考える．具体的には二次錐
の直積K は各問題において同じ構造を持ち，A, b, cのいずれかを順々に変化させて生成される問題列を考

える．そして，そのように生成される問題列に対して，SDPT3および DSPE法を用いて解を求める．特
に，DSPE法を用いて，問題列中のある一つの問題の解を求めるとき，その直前に解いた問題の解やその
基底集合の情報をうまく使って初期実行可能端点を生成する．そうすることにより，ある条件のもとで，問

題列の第二番目以降の計算時間が 1問目の計算時間に比べて小さくなり，問題によっては，DSPE法の方
が SDPT3よりも早く解を求めることがあることを確認する．

4.2.1 bを順々に変化させる場合

LSOCP(1)に対してA, cを固定し，bのみを b1, b2, . . . , b10と順々に 10通り変化させて生成される問題列

L = {LSOCP(bk)}10k=1

を考える．ただし，{bk}10k=1は具体的には次のように生成する．まず，b1はこの節の初めで述べたように乱

数を元に生成する．さらに bk (k = 2, . . . , 10)は以下のように生成する．

bk := bk−1 +
δ‖bk−1‖√

n
un (24)

ただし，δ > 0を与えられた正の定数であり，un ∈ Rnは各成分が (−1, 1)の一様乱数となるように生成した
乱数ベクトルである．．このように bkを順々に変化させて生成される問題列に対して，SDPT3を用いて解を求
めた場合とDSPE法を用いて解を求めた場合で計算時間を比較する．ここで，問題列L = {LSOCP(bk)}10k=1

に対してDSPE法を適用する際，LSOCP(b1)に対しては，二段階法を用いて初期実行可能端点を求めるが，
LSOCP(bk) (k = 2, . . . , 10)を解く際には，初期実行可能端点を LSOCP(bk−1)の双対最適解7とし，初期基

6DSPE 法において最適解が得られたとする．その時の基底集合を最適基底集合という
7本節以降で，LSOCP(bk), LSOCP(ck), LSOCP(Ak) の双対最適解といった場合，等価な LSIP に対する双対問題 (10) の最適

解 λ∗ を表すものとする



表 2: 平均計算時間，平均反復回数および解の精度 (K:直積)

m K
CPU time 平均反復回数 解の精度 e(x∗, y∗)

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE法

5 (K(10))5 0.791 0.042 73.6 1.146e-08 3.803e-09
5 (K(10))10 1.646 0.046 62.8 1.292e-08 3.543e-09
5 (K(100))5 0.800 0.059 102.5 1.292e-08 4.120e-09
5 (K(100))10 1.788 0.091 109.6 1.124e-08 3.752e-09
5 (K(200))5 0.951 0.069 106.2 1.309e-08 4.260e-09
5 (K(200))10 1.896 0.103 112.9 1.123e-08 4.113e-09

10 (K(20))5 0.743 0.259 409.2 1.740e-08 4.113e-09
10 (K(20))10 1.832 0.292 355.0 1.699e-08 4.250e-09
10 (K(100))5 0.909 0.351 496.7 1.556e-08 4.337e-09
10 (K(100))10 1.962 0.453 487.3 1.312e-08 4.221e-09
10 (K(200))5 0.904 0.384 524.1 1.871e-08 4.227e-09
10 (K(200))10 1.943 0.490 486.2 1.577e-08 4.420e-09

20 (K(40))5 0.909 2.460 2878.7 2.138e-08 4.588e-09
20 (K(40))10 1.992 2.638 2512.6 2.272e-08 4.677e-09
20 (K(100))5 1.048 3.237 3398.0 2.331e-08 4.323e-09
20 (K(100))10 2.271 3.919 3314.0 1.546e-08 4.542e-09
20 (K(200))5 1.130 3.772 3690.5 2.197e-08 4.424e-09
20 (K(200))10 2.208 4.541 3529.4 2.207e-08 4.588e-09

30 (K(60))5 1.019 12.419 11183.4 3.240e-08 4.708e-09
30 (K(60))10 2.184 13.629 10034.5 2.660e-08 4.578e-09
30 (K(100))5 1.126 15.475 12684.1 2.689e-08 4.615e-09
30 (K(100))10 2.333 17.664 12116.8 2.151e-08 4.632e-09
30 (K(200))5 1.233 18.155 13781.0 2.847e-08 4.597e-09
30 (K(200))10 2.771 21.938 13194.0 2.275e-08 4.669e-09

40 (K(80))5 1.141 45.919 30456.4 2.698e-08 4.601e-09
40 (K(80))10 2.527 50.404 28023.1 3.279e-08 4.786e-09
40 (K(100))5 1.191 50.297 32399.4 2.875e-08 4.592e-09
40 (K(100))10 2.800 53.339 28910.5 2.989e-08 4.679e-09
40 (K(200))5 1.535 63.891 37928.3 3.545e-08 4.692e-09
40 (K(200))10 3.031 77.806 36267.0 2.953e-08 4.749e-09

50 (K(100))5 1.279 134.420 69106.3 3.694e-08 4.713e-09
50 (K(100))10 2.808 146.180 67093.8 3.696e-08 4.775e-09
50 (K(200))5 1.556 179.963 88713.5 3.796e-08 4.824e-09
50 (K(200))10 3.629 220.170 85746.6 2.469e-08 4.678e-09



表 3: bを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−6)

m K
CPUtotal CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.444 0.185 0.215 0.157 0.149 0.849
10 (K(20))10 14.254 0.223 1.511 0.210 0.106 0.942
10 K(100) 1.480 0.217 0.146 0.173 0.099 0.797
10 (K(100))10 17.869 0.432 1.773 0.410 0.099 0.949

20 K(40) 1.852 1.849 0.188 1.804 0.102 0.976
20 (K(40))10 19.906 2.480 1.983 2.453 0.100 0.989
20 K(100) 1.951 1.937 0.198 1.906 0.101 0.984
20 (K(100))10 22.181 3.659 2.223 3.625 0.100 0.991

表 4: bを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−5)

m K
CPUtotal CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.812 0.233 0.181 0.196 0.100 0.841
10 (K(20))10 18.178 0.364 1.806 0.308 0.099 0.846
10 K(100) 1.887 0.293 0.190 0.212 0.101 0.724
10 (K(100))10 19.948 0.592 1.996 0.471 0.100 0.796

20 K(40) 2.321 2.043 0.229 2.007 0.099 0.982
20 (K(40))10 20.771 3.017 2.069 2.677 0.100 0.887
20 K(100) 2.094 2.241 0.214 1.946 0.102 0.868
20 (K(100))10 23.145 4.253 2.303 3.534 0.100 0.831

底集合を LSOCP(bk−1)の最適基底集合とする．なお，問題 (10)において，bが変化しても，実行可能領域

は変わらないので，前述のように初期点をおいても問題ないことに注意する．

また，本実験では，変数の次元 m と二次錐の直積の K の組み合わせ (m,K) として 8 通り，式 (24)
における δ の値として，10−4, 10−5, 10−6 の 3 通りを考え，各 (m,K, δ) に対して 10 個の問題列 Lj =
{LSOCP(bk,j)}10k=1 (j = 1, . . . , 10)，すなわち，100個の問題を解くものとする．
得られた結果を表 3–5に示す．ここで，各 (m,K)に対して，CPUtotalは 1つの問題列Lj，すなわち 10個

の問題 LSOCP(b1,j) (k = 1, 2, . . . , 10)をすべて解くのに要した合計 CPU時間を示しており，CPUfirstは最

初の問題 LSOCP(b1,j)を解くのに要したCPU時間を示している．ただし，表の値は各 (m,K)に対する 10
回の試行 (j = 1, 2, . . . , 10)の平均値を示している．また，表 3, 4, 5はそれぞれ δ = 10−4, 10−5, 10−6に対応

している．表からみても分かるように，DSPE法では，問題列 Lの 1個目の問題の計算時間に対して 2個目
以降の計算時間がかなり小さく抑えられている．実際，SDPT3では，各問題 LSOCP(bk,j) (k = 1, 2, . . . , 10)
での計算時間がほぼ同じになるため，CPUfirst/CPUtotal の値は 0.1程度になるが，DSPE法ではその値が
0.1よりずっと大きくなっていることが分かる．特に δ = 10−5, 10−6の場合は，2問目以降の計算時間がほ
とんどかかっていないことが表 4, 5より見て取れる．



表 5: bを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−4)

m K
CPUtotal CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 2.039 0.361 0.206 0.198 0.101 0.548
10 (K(20))10 17.299 0.876 1.729 0.343 0.100 0.392
10 K(100) 1.909 0.753 0.188 0.215 0.098 0.286
10 (K(100))10 19.788 1.524 1.978 0.455 0.100 0.299

20 K(40) 2.233 3.477 0.233 1.984 0.104 0.571
20 (K(40))10 19.841 6.630 1.972 2.534 0.099 0.382
20 K(100) 1.996 6.281 0.199 1.967 0.100 0.313
20 (K(100))10 21.706 11.092 2.181 3.730 0.100 0.336

4.2.2 cを順々に変化させる場合

LSOCP(1)について A, bを固定し，cのみを順々に変化させていく場合を考える．4.2.1節の実験と同様
に，ベクトル ck を順々に変化させて次のように問題列 Lを生成する．

c1 := (各成分が (−1, 1)の一様乱数となるように生成)

ck := ck−1 +
δ‖ck−1‖√

m
um (k = 2, 3, . . . , 10)

L = {LSOCP(ck)}10k=1

ここで，δ > 0は与えられた正の定数であり，um ∈ Rm は各成分が (−1, 1)の一様乱数となるように生成
した乱数ベクトルである．このように ck を順々に変化させて生成される問題列 L = {LSOCP(ck)}10k=1 に

対して DSPE 法を適用し解を求める場合，4.2.1 節で行った実験と違い，問題 LSOCP(ck) を解くときに
LSOCP(ck−1)に対する (問題 (10)の形の)双対最適解を必ずしもそのまま初期実行可能端点として用いる
ことが出来ない．なぜなら，LSOCP(ck−1)の双対実行可能解8が LSOCP(ck)の双対実行可能解である保証
が無いからである．そこで，LSOCP(ck)を解く際の実行可能端点を次のように生成する．

初期実行可能端点の生成法 LSOCP(ck−1)を解いた際に得られた最適基底集合を S∗k−1 とする．c = ck と

したときの双対問題 (10)の等式制約を満たし，かつ，supp λ̃ = S∗k−1 であるような λ̃ ∈ R(T ) を計

算する．(この計算は m次連立方程式を解けば良い．)もし非負条件 λ̃ ∈ R(T )
+ を満たせば，その λ̃

を LSOCP(ck)を解く際の初期実行可能端点とする．(このとき S∗k−1が初期基底集合となる．)もし，
λ /∈ R(T )

+ ならば，二段階法を用いて初期実行可能端点を求める．

また，4.2.1節の実験と同様，各 (m,K, δ)に対して 10個の問題列 Lj = {LSOCP(bk,j)}10k=1 (j = 1, . . . , 10)
を生成するものとする．

実験で得られた結果を表 6–8に示す．CPUtotalと CPUfirstは前の実験と同様である．また，hot startは
問題列 LSOCP(ck)の初期実行可能端点を前の問題の最適基底集合から計算できた，すなわち，“基底の引
継ぎ”ができた回数を表す9．いずれの値も，10個の問題列 Lj (j = 1, . . . , 10)に対する平均値である．ま
た，表 6,7,8はそれぞれ δ = 10−6, δ = 10−5, δ = 10−4 に対応している．

表が示すように δが 10−6 程度ならば，基底を引き継げる回数が多いため，SDPT3に比べて合計計算時
間が短くなることが多い．特に二次錐K が直積構造をもつときその傾向が見られる．しかし，10−5以上で

8本節以降で，LSOCP(ck), LSOCP(Ak) の実行可能解といった場合，等価な LSIP に対する双対問題 (10) の実行可能解 λ を表
すものとする

9LSOCP(c1)を解くときには必ず二段階法を用いるので，hot start の値が 9であれば，すべての場合で基底の引継ぎができたこ
とを意味する．



表 6: cを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−6)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.458 0.177 9.0 0.151 0.162 0.104 0.915
10 (K(20))10 13.469 0.204 9.0 1.352 0.185 0.100 0.907
10 K(100) 1.451 0.233 8.7 0.144 0.172 0.099 0.738
10 (K(100))10 16.483 0.443 8.7 1.636 0.325 0.099 0.734

20 K(40) 1.984 8.370 6.3 0.201 2.298 0.101 0.275
20 (K(40))10 19.654 4.458 8.0 1.877 2.078 0.096 0.466
20 K(100) 1.902 7.638 6.8 0.190 2.393 0.100 0.313
20 (K(100))10 21.832 7.655 7.7 2.182 3.241 0.100 0.423

表 7: cを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−5)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 2.074 1.792 2.9 0.208 0.260 0.100 0.145
10 (K(20))10 17.571 0.816 6.8 1.748 0.261 0.099 0.320
10 K(100) 1.933 1.254 5.1 0.200 0.255 0.103 0.203
10 (K(100))10 20.593 1.277 7.0 2.057 0.410 0.100 0.321

20 K(40) 1.958 24.889 0.0 0.196 2.476 0.100 0.099
20 (K(40))10 21.626 18.019 2.4 2.164 2.298 0.100 0.128
20 K(100) 2.054 25.611 0.0 0.212 2.623 0.103 0.102
20 (K(100))10 22.934 31.623 0.8 2.279 3.407 0.099 0.108

は基底を引き継げる頻度が低くなり，そのため問題列中の各問題の計算時間を減少させる効果が小さくなっ

ていることが分かる．

4.2.3 Aを順々に変化させる場合

LSOCP(1)について b, cを固定し，Aのみを順々に変化させていく場合を考える．これまでの実験と同

様に行列 Ak を順々に変化させて次のような問題列 Lを生成する．

A1 := (各成分が (−1, 1)の一様乱数になるように生成)

Ak := Ak−1D (k = 2, 3, . . . , 10)

L = {LSOCP(Ak)}10k=1

ここで，Dはm次元対角行列で，対角成分はそれぞれ (1− δ, 1 + δ)の範囲の一様乱数となるように与える．
ただし，δ > 0は与えられた正の定数である．また，表記の簡単のため，(17)式に A = Ak を代入したとき

の ãt を，ãk
t とおく．このとき，本実験では 4.2.2節の実験と同様，以下の方法で初期実行可能端点を生成

する．

初期実行可能端点の生成法 LSOCP(Ak−1)を解いた際に得られた最適基底集合をS∗k−1とする．もし ãk
t (t ∈

S∗k−1) が一次従属ならば，二段階法を用いて LSOCP(Ak) の初期実行可能基底を生成する．もし，
ãk

t (t ∈ S∗k−1)が一次独立ならば，A = Ak としたときの双対問題 (10)の等式制約を満たし，かつ，
supp λ̃ = S∗k−1 であるような λ̃ ∈ R(T ) を計算する．)もし非負条件 λ̃ ∈ R(T )

+ を満たせば，その λ̃を



表 8: cを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−4)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.992 2.370 0.8 0.198 0.265 0.099 0.112
10 (K(20))10 17.326 2.541 1.0 1.722 0.276 0.099 0.109
10 K(100) 2.023 2.625 0.0 0.204 0.259 0.101 0.099
10 (K(100))10 20.931 4.135 0.2 2.083 0.428 0.100 0.104

20 K(40) 2.288 26.767 0.0 0.218 2.598 0.095 0.097
20 (K(40))10 22.214 24.535 0.0 2.238 2.465 0.101 0.100
20 K(100) 2.071 26.002 0.0 0.201 2.569 0.097 0.099
20 (K(100))10 23.366 34.497 0.0 2.326 3.407 0.100 0.099

表 9: Aを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−6)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.489 0.794 6.40 0.228 0.228 0.153 0.287
10 (K(20))10 12.617 0.419 8.00 1.261 0.208 0.100 0.496
10 K(100) 1.455 0.975 5.70 0.144 0.224 0.099 0.230
10 (K(100))10 16.813 0.992 7.40 1.673 0.367 0.100 0.370

20 K(40) 1.840 23.896 1.20 0.179 2.770 0.097 0.116
20 (K(40))10 19.038 11.094 5.30 1.886 2.215 0.099 0.200
20 K(100) 1.837 21.896 2.20 0.178 2.798 0.097 0.128
20 (K(100))10 20.864 26.309 2.70 2.077 3.606 0.100 0.137

LSOCP(Ak)を解く際の初期実行可能端点とする．もし，λ̃ /∈ R(T )
+ ならば，二段階法を用いて初期実

行可能端点を求める．

また，これまでの実験と同様，各 (m, K, δ)に対して 10個の問題列 Lj = LSOCP(Ak,j)10k=1 (j = 1, . . . , 10)
を生成するものとする．

実験で得られてた結果を表 9–11に示す．CPUtotal, CPUfirst および hot startは前の実験と同様である．
いずれの値も 10個の問題列 Lj (j = 1, . . . , 10)に対する平均値であり，表 9,10,11はそれぞれ δ = 10−6, δ =
10−5, δ = 10−4 対応している．

表が示すように，δが 10−6程度ならば，基底を引き継げる回数が多いため，SDPT3に比べて合計計算時
間が短くなることが多い．特に二次錐K が直積構造を持っているときの方が，ベクトル ãk

t (t ∈ S∗k−1)がよ
り強い線形独立性を保っている10からではないかと推測される．しかし，δ = 10−5，δ = 10−4 程度ではそ

のような基底の引継ぎが行われる回数が減少するため，問題列における合計計算時間に対する１個目の計

算時間の割合が 0.10程度になっている．また，変数 xの次元mがある程度大きくなると，問題列をDSPE
法を用いて解くとき基底の引継ぎが行われないことが．多くなっている．そのため，mが比較的小さいと

きに比べ，問題一つあたりの計算時間を減少させる効果が小さくなっている．さらに，δ = 10−4 では基底

の引継ぎがほとんど行われなかった．

10具体的には，ãk
t (t ∈ S∗k−1) を列ベクトルとする正方行列がたとえ摂動を受けたとしても，フルランク性が強固に保たれること



表 10: Aを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−5)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.670 2.640 0.80 0.168 0.288 0.101 0.109
10 (K(20))10 18.325 2.183 1.80 1.818 0.257 0.099 0.118
10 K(100) 1.850 2.921 0.20 0.187 0.292 0.101 0.100
10 (K(100))10 20.530 3.906 1.10 2.054 0.442 0.100 0.113

20 K(40) 2.114 29.582 0.00 0.215 2.931 0.102 0.099
20 (K(40))10 20.769 25.558 0.00 2.098 2.658 0.101 0.104
20 K(100) 1.967 29.799 0.00 0.196 2.962 0.100 0.099
20 (K(100))10 22.509 36.049 0.00 2.253 3.596 0.100 0.100

表 11: Aを変化させたときの CPUtotal と CPUfirst の比較結果 (δ = 10−4)

m K
CPUtotal hot start CPUfirst CPUfirst/CPUtotal

SDPT3 DSPE DSPE SDPT3 DSPE SDPT3 DSPE

10 K(20) 1.999 2.988 0.00 0.197 0.310 0.099 0.104
10 (K(20))10 18.269 2.909 0.00 1.924 0.294 0.105 0.101
10 K(100) 1.898 3.024 0.00 0.181 0.300 0.095 0.099
10 (K(100))10 18.654 4.517 0.00 1.863 0.458 0.100 0.101

20 K(40) 2.116 30.578 0.00 0.211 3.105 0.100 0.102
20 (K(40))10 20.820 25.623 0.00 2.085 2.558 0.100 0.100
20 K(100) 1.985 30.376 0.00 0.196 3.037 0.099 0.100
20 (K(100))10 21.972 35.406 0.00 2.203 3.640 0.100 0.103



5 結論

本報告書では，LSOCPを等価なLSIPに再定式化し，その等価なLSIPに対する最適性条件と元のLSOCP
に対する最適性条件との関係を示した．また，LSOCPに対する単体法的アプローチとして，等価に再定式
化された LSIPに対して DSPE法を適用することを提案した．また，提案した単体法的アプローチと既存
の内点法のソルバーである SDPT3との比較実験を行った．その結果，構造が似ている複数の LSOCPを解
く場合には単体法的アルゴリズムが有効であることを確認した．
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[9] K. C. Toh, R. H. Tütüncü, and M. J. Todd. SDPT3 version 4.0 - a matlab software for semidefinite-
quadratic-linear programming. http://www.math.nus.edu.sg/ mattohkc/sdpt3.html, 2006.

[10] T. Tsuchiya. A convergence analysis of the scaling-invariant primal-dual path-following algorithms
for second-order cone programming. Optimization Methods and Software, Vol. 11&12, pp. 141–182,
1999.

[11] L. Vandenberghe and S. Boyd. Semidefinite programming. SIAM review, Vol. 38, pp. 49–95, 1996.

[12] 福島雅夫. 数理計画入門. システム制御ライブラリー. 朝倉書店, 2004.



[13] 栗松圭介, 村松正和. ２次錐計画のサブクラスに対する単体法的アルゴリズムにおけるピボット選択規
則について. 統計数理, 第 53巻, 第 2号, pp. 349–360, 2005.

[14] 小島正和, 土谷隆, 水野眞治, 矢部博. 内点法. 経営科学のニューフロンティア 9. 朝倉書店, 東京, 2001.

[15] 谷島賢. ルベーグ積分と関数解析. 講座 数学の考え方 13. 朝倉書店, 東京, 2002.

[16] 矢部博. 工学基礎　最適化とその応用. 新・工科系の数学. 数理工学社, 2006.


