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Resumo

Uma maneira de resolver problemas de programacao linear de grande escala
é explorar a relaxacgao lagrangeana das restrigoes “dificeis” e utilizar métodos
de subgradientes. Populares por fornecerem rapidamente boas aproximagoes
de solucoes duais, eles nao produzem diretamente as solugoes primais. Para
obté-las com custo computacional adequado, pode-se construir seqiiéncias
ergodicas ou utilizar uma técnica proposta recentemente, denominada al-
goritmo do volume. As propriedades tedricas de convergéncia nao foram
bem estabelecidas nesse algoritmo, mas pequenas modificacoes permitem a
demonstracao da convergéncia dual. Destacam-se como adaptagoes o algo-
ritmo do volume revisado, um método de feixes especifico, e o algoritmo do
volume incorporado ao método de variacao do alvo.

Este trabalho foi baseado no estudo desses algoritmos e de todos os conceitos
envolvidos, em especial, anélise convexa e otimizacao nao diferenciavel. Es-
tudamos as principais diferencas tedricas desses métodos e realizamos com-
paragoes numéricas com problemas lineares e lineares inteiros, em particular,
o corte maximo em grafos.

Palavras-chave: algoritmo do volume, método de subgradientes, método
de feixe, convergéncia ergddica, relaxacao lagrangeana, problema do corte
maximo em grafos.



Abstract

One way to solve large-scale linear programming problems is to exploit
the Lagrangian relaxation of the difficult constraints and use subgradient
methods. Such methods are popular as they give good approximations of
dual solutions. Unfortunately, they do not directly yield primal solutions.
Two alternatives to obtain primal solutions under reasonable computational
cost are the construction of ergodic sequences and the use of the recently
developed volume algorithm. While the convergence of ergodic sequences is
well understood, the convergence properties of the volume algorithm is not
well established in the original paper. This lead to some modifications of the
original method to ease the proof of dual convergence. Three alternatives
are the revised volume algorithm, a special case of the bundle method, and
the volume algorithm incorporated by the variable target value method.
The aim of this work is to study such algorithms and all related concepts,
especially convex analysis and nondifferentiable optimization. We analy-
sed the main theoretical differences among the methods and performed
numerical experiments with linear and integer problems, in particular, the
maximum cut problem on graphs.

Keywords: volume algorithm, subgradient method, bundle method, ergo-
dic convergence, Lagrangian relaxation, max-cut problems on graphs.
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Notacoes

Utilizaremos letras maiusculas (A, B, ...) para representar matrizes. A di-
mensdo de uma matriz é m X n se ela possui m linhas e n colunas. Assim,
A € R™*" ge A possui dimensao m X n e seus elementos sao reais. Um vetor
é uma matriz com n = 1, cuja representacao é dada por letras mintusculas
(a,b,...). Com isso, um vetor v € R" se v = (vy,...,v,)" possui dimensdo n
e seus elementos v; sao reais.

Considere vetores x,y € R™. O produto interno (euclidiano) de z e y é
denotado por (z,y) = > 1", z;y;. A norma (euclidiana) de z, por sua vez,

é dada por ||z|| = (z,z)'/2. Além disso, dizemos que z e y sdo ortogonais
entre si se (x,y) = 0. Nesse caso, temos ainda que cosy = ||§CT|’|?|J?3||’ onde v é

o angulo formado por x e y.

Dado um conjunto C' C R, denotamos C' e int(C) como sendo, respec-
tivamente, o seu fecho e o seu interior. Um conjunto que utilizaremos com
freqiiéncia é o simplex, definido como A,, = {z € [0,1]": " ; z; = 1}, onde
n é sua dimensdao. Um outro conjunto é a bola aberta (resp. fechada) de
centro z e raio 7, denotado por B(x,r) (resp. B(w,r)). Considere agora um
ponto x € R™. A distancia de x a um conjunto C' C R" fechado, convexo,
nao vazio, é dada por dist(z,C) = minyec ||z — yl|, e o elemento que rea-
liza esse minimo é chamado de projecdo de x em C, o qual é denotado por
Po(r) = argming ¢ ||z — y|.

Por fim, uma seqiiéncia de vetores 2* € R™ é denotada por {z*}. Para es-
pecificar os indices k tomados, podemos escrever {z* }I,zf: g, com 0 < ki < ky,
quando os indices sao seqlienciais ou {xk} ek, com K sendo um conjunto de
indices ndo necessariamente consecutivos. Observe a diferenca entre z* e zj.
O primeiro denota o k-ésimo iterado (que pertence a R™) de uma seqiiéncia,
enquanto que o segundo é um escalar, que indica o k-ésimo elemento de um
vetor x € R™. Por outro lado, um k-ésimo iterado de uma sequéncia de
escalares pode ser escrito simplesmente como «j para nao conflitar com a
k-ésima poténcia.



Capitulo 1

Introducao

Considere o problema de programacao linear de grande escala:

o - Az =10
minimizar (c,x) sujeito a { R (1.1)

onde
U={zxeR": Zz=wz >0}

corresponde as restricoes “faceis”, ¢ € R™, A € R™*" b e R™, Z € R**",
w € R?, posto(Z) = z, e as restrigdes de Az = b sdo “dificeis”.

Uma maneira de resolver tal problema é explorar a relazacao lagrangeana
das restrigoes “dificeis”. Considere, entao, a seguinte funcao lagrangeana:

U xR™> (z,7) — L(z,7) = (c,x) + (Az — b, ), (1.2)

onde m € R™ é o vetor associado aos multiplicadores de Lagrange, ou seja,
a varidvel dual. A idéia dessa técnica é substituir algumas restrigbes — no
caso, as “dificeis” — por um “prego” linear. Dessa forma, o problema (1.1)
pode ser escrito da seguinte forma:

inf sup L(x,m).
eV TERM

Segue ainda, da relacao de dualidade fraca, que:

inf L(x,m) > inf L(z,7). 1.3
o e M) 2 i J b 3

A funcéo objetivo dual, denotada por

flm) = ingL(:E,ﬂ'), (1.4)

xe
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¢é o Infimo de funcoes afins, e portanto é concava e possivelmente nao dife-
rencidvel. Logo, o problema dual

maximizar f(7) sujeitoa meR™ (1.5)

é um problema de otimizagao nao diferenciavel irrestrita. Ademais, é possi-
vel provar, nesse caso, que a folga de dualidade é nula, ou seja, que vale a
igualdade em (1.3) sempre que um dos dois problemas for vidvel. Tendo em
vista que o problema primal (1.1) é dificil de resolver, concentraremo-nos na
resolugao do problema dual (1.5).

Para resolvé-lo, podemos utilizar, por exemplo, o método de subgradi-
entes. Apesar de fornecerem rapidamente aproximagoes de solucoes duais,
eles nao produzem diretamente as solugoes primais. Para obté-las com custo
computacional adequado, podemos construir seqiéncias ergédicas que con-
vergem a elas. Essa idéia foi dada por Shor [Sho85] e consiste essencialmente
em realizar combinagoes convexas especificas. Posteriormente, Larsson e
Liu [LL89] especificaram os tamanhos de passo e os parametros de convexi-
dade, de modo a aumentar a eficiéncia da técnica.

Em seguida, Sherali e Choi [SC96] estenderam esses resultados permi-
tindo escolhas gerais de tamanhos de passo e de parametros de convexidade e
utilizando métodos de subgradientes puros, projetados e com desvios. Lars-
son, Patriksson e Stromberg [LPS99] apresentaram depois resultados mais
gerais, para programagao convexa, utilizando o método de subgradientes
condicionais [LPS96].

Mais recentemente, Barahona e Anbil [BAOO] criaram uma extensao do
método de subgradientes que produz uma aproximacgao de solugao primal
ao mesmo tempo em que resolve o dual. Denominado de algoritmo do vo-
lume (VA), ele obtém esse ponto primal estimando-se o volume associado
as faces ativas das restrigoes “dificeis”. Sua convergéncia nao foi demons-
trada nesse artigo, mas experimentos numéricos realizados com relaxagoes
de problemas combinatérios mostraram resultados bastante encorajadores.

Esse algoritmo motivou Bahiense, Maculan e Sagastizdbal [BMS02] a
modificd-lo, de forma a obter resultados de convergéncia dual. Basicamente,
foram feitas pequenas alteracdes no VA de modo a ser possivel interpreté-lo
como um método de feixe. Eles mostraram também que o VA pode ser enten-
dido como um método extra-gradiente baseado em e-subgradientes. Dessa
forma, criaram uma nova formulacao do método, denominada algoritmo do
volume revisado (RVA). Observaram ainda que uma simples modificagao do
RVA origina um método de feixes especifico, denominado BVA.

Finalmente, Sherali e Lim [SL04], também com o propésito de estabelecer
resultados de convergéncia do VA, modificaram-no, utilizando uma técnica
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denominada método de variagao do alvo (VIVM) [SCTO00]. Em seu artigo,
os autores demonstraram um resultado de convergéncia dual do algoritmo
modificado e também mostraram, através de um exemplo simples, que o VA
original pode nao convergir no espago primal. No entanto, assim como Bahi-
ense, Maculan e Sagastizabal, eles deixaram como lacuna as demonstragoes
para convergéncia primal dos algoritmos modificados.

Esse trabalho foca no estudo de técnicas de recuperagao de solugoes pri-
mais, em particular, os métodos de subgradientes com convergéncia ergddica
e as variantes do algoritmo do volume. Além disso, realizamos suas imple-
mentagoes e fizemos algumas comparacoes numéricas, na qual verificamos
seu bom desempenho em relagao ao método simplex. Em particular, reali-
zamos experimentos com o problema de corte maximo em grafos utilizando
a técnica branch-and-cut-and-price [BLO1].

O texto estd dividido da seguinte forma: No capitulo 2, abordaremos os
principais aspectos de analise convexa, em especial as propriedades relacio-
nadas a subdiferenciais. No capitulo 3, trataremos os principais algoritmos
de otimizacao nao diferenciavel, entre eles, os métodos de descida, de sub-
gradientes e de planos de corte. O capitulo 4 serd totalmente voltado a mais
um método de otimizacao nao diferenciavel: o método de feixe.

Apenas no capitulo 5 comegaremos a abordar maneiras de resolver o pro-
blema (1.1), com o método de subgradientes com construcao de seqiiéncia
ergddica primal. No capitulo 6 veremos finalmente o algoritmo do volume
e suas variacoes. Terminaremos no capitulo 7, onde apresentaremos experi-
mentos numéricos com todos os métodos estudados.



Capitulo 2

Analise Convexa

Neste capitulo abordaremos alguns elementos necessarios para o estudo de
métodos de otimizacao nao diferencidvel. Focaremos nas propriedades do
subdiferencial, baseando-se essencialmente em [Roc70] e [HULO1], com apoio
da versao estendida deste tltimo, [HUL93a, HUL93b] e de [Ber03].

Para que o estudo de métodos de otimizacao seja possivel, consideramos
aqui o conjunto dos reais estendidos, ou seja, adicionamos os elementos +oo
e —oo aos reais. No entanto, em problemas de minimizacao (resp. maxi-
mizagao), devemos proibir que o valor da fungao objetivo seja igual a —oo
(resp. +o0). Isso significa que, em geral, as fungdes de nosso interesse
sdo proprias, ou seja, para pelo menos um ponto seu valor é finito e nas
demais sdo sempre maiores (resp. menores) que —oo (resp. +00) quando
trabalhamos com problemas de minimizagao (resp. maximizagao).

Por padrao, pensaremos por enquanto em problemas de minimizacao e
consideraremos o conjunto R U {400} como contra-dominio das funcoes, a
menos que seja indicado o contrario. Observe, por exemplo, na definicao
abaixo, que com isso evitamos indeterminagdes do tipo oo + (—o0).

Definigao 2.1. Uma fun¢ao f: R" — RU{+oc} € convexa quando, para
todo (x,y) € R™ x R™ e todo « €10, 1[, vale:

flaz+ (1 —a)y) < af(@)+ (1 —a)f(y).
Se a desigualdade acima for estrita, entdo f € estritamente convexa.

Por outro lado, uma funcao f: R” — R U {—o0} é cioncava (resp. es-
tritamente concava) quando —f é convexa (resp. estritamente convexa).
Considere agora uma funcao f: R"” — RU {400} qualquer. O dominio efe-
tivo de f é denotado por dom f = {z € R™: f(x) < +o0}. Sua epigrafe, por
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sua vez, é dada por epi f = {(z,r) € R" x R: f(z) < r}, e o conjunto de
nivel de f em r € R é dado por S,(f) = {x € R": f(z) < r}. Observa-se,
através dessas definigoes, que (z,7) € epi f se, e somente se, z € S.(f). A
desigualdade invertida da definicao de epigrafe nos d4 um conjunto denomi-
nado hipdgrafe. Note que a epigrafe (resp. hipégrafe) ser convexa equivale
a dizer que a fungao correspondente é convexa (resp. concava).

Definigao 2.2. Uma fungao f: R" — RU {+o0} é denominada semi-con-
tinua inferior (resp. superior) em um ponto x € R" se, para todo {z*} C R"

com ¥ — x tem-se

flz) < lign inf f(z*) (resp. f(z) > limsup f(xk)> .
—o0 k—o0

Observa-se que a definicdo de semi-continuidade inferior acima equivale
a dizer que a epigrafe da funcéo é fechada ou que os conjuntos de nivel sao
fechados [Roc70, teorema 7.1]. Outras definigoes essenciais sao as seguintes:

Definigao 2.3. Uma fun¢ao f: R" — RU {400} é denominada fechada se
dom f € fechado e f € semi-continua inferior em dom f.

Defini¢ao 2.4. Uma funcgdio f: R™ — RU {400} € denominada Lipschitz
continua em S C R™ se existe um escalar L > 0 tal que

|f(x) — f(y)| < L||x — y|| para todo z,y € (SN dom f).

Definicao 2.5. Considere um conjunto S C R™ nao vazio. Uma funcdo
os: R" = RU {400} dada por

os(z) =sup{(s,z) : s € S}
€ denominada fungao suporte de S.

Assim como uma funcdo suporte estd, por definicdo, associada a um
conjunto convexo, pode-se mostrar que todo conjunto convexo fechado é
completamente determinado por uma funcao suporte. Em outras palavras,
ha uma correspondéncia bijetora entre a classe dessas funcgoes e a classe

desses conjuntos [HUL93a, teorema V.3.1.1]. Veremos um exemplo disso
posteriormente. Por enquanto, considere outros dois exemplos de fungoes:

Definicao 2.6. Considere um conjunto S C R™ nao vazio. Uma funcdo
ig: R" — RU{+o0} definida por

ig(az)i{o’ sex €8

400, caso contrdrio

€ denominada funcao indicadora de S.



2. Analise Convexa 7

Definigao 2.7. Sejam (a1,b1),...,(am,bm) € R" x R. Entdo uma fungdo
f: R™ = R definida por

f(z) = max {(ai,@ — bi}

i=1,....m
€ denominada fungao afim por partes.

Considere agora um mapeamento F que associa cada z € X C R"™ a
um conjunto do R™, ou seja, X > x = F(z) C R"™ Denominamos tal
mapeamento de funcdo multivalorada. Seu dominio é definido por dom F' =
{r € X: F(x) # 0}. Além disso, dizemos que F é fechada se seu gréfico
(isto é, uniao de {z} x F(z) C X x R™) é um conjunto fechado. Dizemos
ainda que ela é localmente limitada perto de z* se para alguma vizinhanca V'
de z* e algum conjunto limitado B C R", tem-se V C dom F' e F(V) C B.

Definigao 2.8. Seja F uma fungdo multivalorada fechada e localmente li-
mitada em z*. Entdo, F € semi-continua exterior (resp. semi-continua
interior) se, para todo £ > 0, existe uma vizinhanga V(x*) de x* tal que
x € V(z*) implica

F(z) C F(z*) + B(0,¢) (resp. F(z*) C F(z) + B(0,¢)).
Ademais, se F' € semi-continua exterior e interior, entao ela ¢ continua.

Abordamos a partir de agora algumas definicoes e resultados referentes
a conjuntos. Considere S C R™ um conjunto nao vazio. Denotamos por
conv(S) o fecho convexo de S, ou seja, & interseccao de todos os conjuntos
convexos que contém S. De acordo com o teorema de Carathéodory [Roc70,
teorema 17.1], podemos descrevé-lo da seguinte forma:

n+1
conv(S) = {Zakazk: a€Ni e xhes paratodo k=1,..,n+ 1} .
k=1

O conjunto S é afim se pode ser escrito na forma z + Z, onde x € R"
e Z é um subespaco determinado unicamente por .S, denominado subespaco
linear paralelo a S. Além disso, o fecho afim de S, denotado por aff(S), é
a intersecgao de todos os conjuntos afins que contém S. Note que aff(S) é
também um conjunto afim e que ele contém conv(S).

Por sua vez, um ponto x € R™ pertence ao interior relativo de S, deno-
tado por ri(S), se x € S e existe r > 0 tal que B(z,r) Naff(S) C S, ou seja,
se x é um ponto interior de S relativo a aff(S). Utilizando essa definigao,
temos, por exemplo, o seguinte resultado: Se f: R” — R U {+o0} é convexa
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e proépria, e S C ri(dom f) é compacto, entdao f é Lipschitz continua em S.
[Roc70, teorema 10.4]. Um outro resultado é enunciado a seguir, sendo que
sua demonstracao pode ser encontrada em [Roc70, teorema 6.1].

Proposicao 2.9. Seja S C R"™ um conjunto convero, com T € S e x € ri(9).
Entao, az + (1 — a)x € ri(S) para todo o € [0, 1].

Um conjunto K C R™ é um cone se ax € K, para qualquer z € K e
a > 0. Note que, por essa definicdo, nem todos os cones contém o ponto 0.
Além disso, denotamos cone(S) como o cone gerado por S , ou seja, o
conjunto de todas as combinagbes nao negativas de elementos de S. Seu
fecho serd denotado por cone(S). Referente a cones, necessitamos ainda da
seguinte definicao:

Definigao 2.10. Seja K C R™ um cone nao vazio. O (cone) polar de K €
dado por
K° = {y e R": (y,z) <0 para todo x € K}

Pode-se mostrar que se um cone K é nao vazio, fechado e convexo,
entdo (K°)° = K [Roc70, teorema 14.1]. Outros dois tipos de cones de
nosso interesse sao o cone tangente e o cone normal. Conforme indica a
definigao abaixo, o primeiro pode ser visto como uma aproximacao local de
um conjunto por cones.

Definigao 2.11. Seja S C R™ um conjunto nao vazio. Dizemos que d € S
€ uma direcao tangente a S em x € S se, e somente, se, existem seqliéncias
{2} € S e {t,} C R tais que

k

k r —Xx

¥ — x, tr | 0, — d.

123
O congunto de tais direcoes € chamado cone tangente e denotado por Ts(x).
Uma formulacao equivalente para o cone tangente é dada abaixo.

Proposigao 2.12. Seja S C R™ um conjunto nao vazio. Dizemos que d € S
€ uma direcao tangente a S em x € S se, e somente, existem seqiéncias
{d*} C R e {t,} C R tais que

d* — d, te 10, z + tpd® € S para todo k.

Demonstragdo. Basta considerar d* = (2% — 2)/t; (ou, equivalentemente,
zF =z + t,,d* € S) na definicao 2.11. O
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Por tais definigdes, pode-se mostrar que o cone tangente é fechado [HUL93a,
proposicao II1.5.1.3]. A proposi¢ao abaixo mostra, ainda, que quando S é
convexo, o cone tangente Ts(z) em = € S pode ser escrito de outra forma.

Proposigao 2.13. Seja S C R™ um conjunto convexo ndo vazio. Entao,
Ts(x) =cone(S — {z}).

Demonstragdo. Pela convexidade de S, se x € S e = + t,d* € S, entdo
x + MdF € S para qualquer A €]0,¢;]. Em particular, S — {z} C Ts(x).
Como Ts(z) é um cone fechado, podemos escrever cone(S — {z}) C Ts(z).
Considere agora d € Ts(z). Tome seqiiéncias {z*} e {t;} conforme a de-
finicio 2.11. Entdo, o ponto (z* — 2)/t; pertence a cone(S — {z}) e seu
limite d pertence a cone(S — {z}). O

Definigao 2.14. Seja S C R™ um conjunto convezro fechado nao wvazio.
Dizemos que d € R™ ¢ uma direcao normal a S em x € S quando

(d,y —x) <0 para todo y € S.
O congunto de tais dire¢oes € chamado cone normal e denotado por Ng(x).

Um resultado interessante é que o cone normal é o polar do cone tan-
gente, ou seja, que dado um conjunto convexo fechado S C R", tem-se
Ng(x) = (Ts(z))°. Como os cones tangentes e normais sao fechados e con-
vexos, podemos também afirmar que Tg(xz) = (Ng(x))° e, desse modo, te-
mos que um é o polar do outro [HUL93a, proposicao I11.5.2.4]. Essa relagao
pode ser observada na figura 2, onde as partes hachuradas clara e escura
correspondem aos cones tangente e normal, respectivamente.

Figura 2.1: Relacao entre cone tangente e cone normal.

O 1ltimo elemento de andlise convexa que veremos é uma generalizagao
da definicao 2.14.
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Definicao 2.15. Sejam S C R™ wm conjunto convexo fechado ndo vazio, e
e > 0. Dizemos que d € R"™ ¢ uma direcao e-normal a S em x € S quando

(d,y — x) < e para todo y € S.

Denominamos o conjunto de tais diregdes de cone e-normal. Além disso, o
denotamos por Ng.(z).

Finalizamos a secao com o teorema de separacao estrita de convexos.

Teorema 2.16. (Teorema de separagao estrita de converos) Sejam S C R™
e Sy C R™ conjuntos converos e nao vazios. Se S1 € fechado, So é compacto
e S1NSy =0, entao existe um hiperplano {x € R™: (a,z) = b} que o0s separa
estritamente. Em outras palavras,

(a,x') < b < {a,2?) para todo 2' € Sy e x? € Ss. (2.1)
Demonstra¢do. Considere o conjunto
SiSQ—Slz{ZEERnZl’:l’Q—l’l, r1 € 51, 1’2652}.

Como S5 é compacto e S7 é fechado, temos que S é fechado. Considerando

agora o vetor de norma minima em Sy — 57, sabemos que ele é escrito como
2

72 — 7!, para algum 7' € ) e algum 72 € Sy (veja figura 2.2). Defina
2o gl o glgg2
a=—-, r=—
2 2

e seja b = (a,z). Como S; NSy = 0, temos que a # 0. Pela figura 2.2,
observa-se também que z! = Pgs, (Z) e que 2 = Ps, (7).

Figura 2.2: Construcao de um hiperplano separador estrito.

Utilizando a definicdo de projecio z' = Pg, (Z), temos:

(z — 7', 2" — 7') < 0 para todo o' € 5.

1 = @, para todo 2! € S}, temos:

Equivalentemente, como & — T
(a,2") < (a,7") = (a,7) + (0,7 = 7) = b—[|a]* <.

De maneira andloga, podemos provar que b < (a, z?) para todo 2 € Sy. O
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2.1 Subdiferenciais

O conjunto dos pontos nao diferencidveis de uma funcao convexa (ou conca-
va) a valores reais tem medida de Lebesgue nula [HUL93a, teorema IV.4.2.3].
Sabe-se, no entanto, que estes pontos tendem a ser, muitas vezes, as solugoes
de problemas de minimizagao (resp. maximizagao) de fungoes convexas
(resp. concavas). Essa observagao pode ser ilustrada, por exemplo, com
a funcio R 3 = — f(z) = |z| + ax, com « € [-1,1]. Note que para qual-
quer « desse intervalo, o ponto z = 0 é o minimizador do problema e é o
(dnico) ponto nao diferencidvel da funcao.

Considerando que um dos objetivos deste trabalho é resolver o pro-
blema (1.5), concentraremos agora em descrever o comportamento de uma
funcao em torno dos pontos de nao diferenciabilidade. Para isso, devemos
generalizar o conceito de gradiente.

Definicao 2.17. O subdiferencial df(z) de uma fun¢do convezxa f: R" —
R U {400} no ponto x € dom f € dado por

Of () ={veR": f(y) > f(z) + (v,y — x) para todo y € R"}. (2.2)
Um vetor v € df(x) é denominado subgradiente de f em x.

Proposicao 2.18. Seja f: R" — R U {+o00} uma fun¢ao convera e pripria.
Para todo x € dom f, o subdiferencial Of(x) pode ser escrito como

Of(x) =St +{vedf(zx): ve S},
onde S € o subespago paralelo a aff(dom f).

Demonstracao. Segue diretamente do fato de que dados x € R™ e S C R"™,
podemos escrever x = z' + 22, onde z' € S e 22 € ST, O

Utilizamos a notagao 0f(-)s para indicar a parte de Of(-) paralela a
aff(dom f). E interessante notar também que um subdiferencial 8 f () é um
conjunto que reune propriedades desejaveis, como ser convexo e fechado. Se
x € ri(dom f), entao f (x) é também nao vazio e df (x)g é limitado [Roc70,
teorema 23.4]. Verifiquemos agora uma outra definicdo do subdiferencial,
dada através do conceito de derivada direcional.

Definigao 2.19. A derivada direcional de uma fungdo f: R™ — RU {+o0}
em um ponto x € dom f na direcio d € R™ € dada por

ooy e J (@A td) — f(x)
f(l’,d)—ltllI(I)l ; .
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Além disso, se f for convexa, podemos escrever

Fland) — e 1E 1D~ @)

t>0 t

uma vez que esses coeficientes sao decrescentes em t.

Proposicao 2.20. Sejam uma fung¢ao f: R™ — RU{+oo} convezxa e um
ponto x € dom f. Entdo,

Of (z) = {veR": (v,d) < f'(x;d) para todo d € R"}. (2.3)
Demonstragao. Queremos mostrar que (2.2) e (2.3) sao equivalentes.

(v,d) < f'(x;d) Vd € R"

o (v,d) giggf(”””‘?_f(x) vd € R"

o <u,d>§f(x+t‘i)_f(x) VdER™ e V> 0

Tomando y = z + td, temos f(y) > f(z) + (v,y — x) para todo y € R". O

Corolério 2.21. Seja f: R" — RU{+o0} uma fungdo convera. Entdo, o
subdiferencial Of (x) de f em um ponto x € ri(dom f) € o conjunto convexo
fechado nao vazio de R™ cuja fungdo suporte é f'(x;-). Em outras palavras,

f(z;d) = sup{(v,d}: vE af(x)}.

Referimo-nos a [HUL93a, teorema V.3.1.1] para verificar a validade do
corolario acima. Observe que, conforme mencionado anteriormente, hd uma
correspondéncia bijetora entre a fungao suporte f’'(z;-) e o conjunto df(z).
O proximo coroldrio mostra que, de fato, o subgradiente generaliza o conceito
de gradiente. Lembremos antes que uma funcao f é diferencidvel em z se,
e somente se, V f(x) existe e satisfaz (Vf(z),y) = f'(z;y) para todo y.

Coroldrio 2.22. Uma fungao convexa f: R™ — RU {400} € diferencidvel
em x € R™ com gradiente V f(x) se, e somente se, Of (x) = {V f(z)}.

Demonstracdo. Sabemos que f é diferencidvel em x se, e somente se, a
derivada direcional f'(z;y) é linear da forma f'(z;y) = (Vf(x),y). Logo,
pelo corolario 2.21, temos que V f(x) é o unico subgradiente de x. ]
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Note agora que a definicao 2.17 oferece-nos uma interpretacao geométrica
coerente com o célculo diferencial. De fato, dada f: R” — RU {+o0} con-
vexa, a aproximacao linear dada por um subgradiente v € R” em um ponto
x € R™ minora f no ponto (z, f(x)). Utilizando os conceitos de cone normal
e cone tangente, podemos expressar esse resultado da seguinte maneira:

Proposicao 2.23. Seja f: R" — RU{+o0} uma func¢ao convexa. Um
vetor v € R™ é um subgradiente de f em um ponto x € dom f se, e somente
se, (v,—1) € R™ x R € normal a epigrafe de f no ponto (z, f(x)), isto €, se

Nepi f(, f(z)) = {(Av,=A): v € 8f(x), A > 0}. (2.4)

Ademais, o cone tangente a epigrafe de f em (x, f(x)) € a epigrafe da fun¢do
derivada direcional f'(x;-). Em outras palavras,

Tepif(a:,f(a:)) = {(d,r): r> f’(a:;d)}. (2.5)

Demonstragao. Provemos primeiro a igualdade (2.4). Por definigao de sub-
gradiente, temos que f(y) > f(x) + (v,y — z) paratodo y € R™. Sabendo
que r > f(y) para todo (y,r) € epi f, temos:

f(@) + (v, y —x) <r VyeR"eVr> f(y)
& (vyy—z)+(-1,r—f(z)) <0 V(y,r)E€epif
& (My—x)+(—A\r—f(z)) <0 V(y,r)€epif e VA>0
& (A, =), (y,7) = (2, f(2))) <0 V(y,r) €epif e VA0
& (W0.=\) € N s (2, /(@)).

Demonstremos agora a igualdade (2.5). Sabemos que o cone tangente é o
polar do cone normal, isto é, que Tepif(x, f(x)) = (Nopi (:17, f(:n)))o Dessa
forma, (d,r) € Topif(x, f(x)) se, e somente se,

(Av,=A),(d,r)) <0 Yvedf(x) e VA>0
< A(v,d) —r) <0 Yvedf(zr) e VA>0.

Excluindo o caso trivial A = 0, podemos dividir a desigualdade acima por A
e assim obtemos r > (v, d) para todo v € df(z). Em particular,

r > sup{(v,d): v € 0f(x)} = f'(x;d),
onde a tultima igualdade é verdadeira conforme o corolario 2.21. O

Para ilustrar o resultado acima, observe o exemplo da figura 2.1.1. O sub-
diferencial df(x) é representado pelo conjunto de vetores (v, —1) hachurados,
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ou seja, por Nep; f (ZE, f (:L')), enquanto que as linhas tracejadas mostram duas
aproximagoes lineares, correspondentes aos hiperplanos cujas normais sao os
vetores extremos de Nep; f(az, f (3:)) Note também que a epigrafe de f esta
contida em T¢p; f(x, f (x)) e que este é determinado pelas linhas tracejadas.

A

Figura 2.1.1: Interpretagao geométrica do subgradiente.

Assim como no cédlculo diferencial, existem regras de calculo com sub-
diferenciais. A proposicao abaixo mostra um exemplo de um subdiferencial
de uma funcao f derivada de subdiferenciais de funcées f; que definem f.
Outras regras de cédlculo podem ser vistas, por exemplo, em [HUL93a,
secao VI.4] e em [Roc70, secao V.23]. Referimo-nos também a [HUL93a,
teorema VI1.4.4.2] para a demonstragdo da proposicao abaixo.

Proposicao 2.24. Considere {fi}rex uma coleg¢io de fungoes convezas e
semi-continuas superiores, com fr: R®™ — R para cada k e K compacto.
Sejam f(z) = sup{fr(x): k€ K} < 400 e K(z) = {k € K: fr(z) = f(x)}
para todo x € R™. Entao, 0f(x) = conv{Udf(x): k € K(x)}. Se cada fi €
diferencidvel, podemos escrever Of (x) = conv{V fr(x): k € K(z)}.

Uma utilizagao dessa proposi¢ao pode ser vista abaixo.

Proposicdo 2.25. Considere a fun¢io f da definicio 2.7 e seja a* € R™
qualquer. Entao, exister > 0 tal que Of (x) C Of (z*) para todo x € B(x*,r).

Demonstragao. Seja K = {1,...,m}. Pela notagdo utilizada na proposi-
¢ao 2.24, podemos dizer que K(z*) é o conjunto das fungoes ativas em x*.
Assim, dado z*, tome um indice inativo k € K \ K(z*). Entao, por con-
tinuidade, existem e > 0 e 6, > 0 tais que fi.(z) < f(z*) — 6 para todo
r € B(z*, ). Definindo & = minge g\ gr(o+) €k € 0 = Minge g\ g (2+) Ok, temos

fr(x) < f(2*) — ¢ para todo x € B(z*,¢) e todo k € K\ K(z*). (2.6)
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Além disso, por continuidade de f, se z — z* entdo f(z) — f(z*). Logo,
por (2.6), se k € K\K (2*), entao k ¢ K (x*) para x préximo de z*. Com isso,
existe r > 0 suficientemente pequeno tal que K(z) C K(z*). Finalmente,
pela proposigao 2.24 e sabendo que V fx(x) = aj para todo k,

Of (z) = conv{ay: k € K(z)} C conv{ay: k € K(z*)} = 0f(z"),
conforme querfamos. O

Mostremos agora que o conceito de subdiferencial pode, por sua vez, ser
generalizado através da introdugao de um parametro (ou tolerancia) € > 0.

Definigao 2.26. O e-subdiferencial 0. f () de uma fun¢ao conveza f: R"™ —
R U {400} em um ponto x € dom f ¢ dado por

O:f(x) ={veR": f(y) > f(z)+ (v,y — ) — € para todo y € R"}. (2.7)
Um vetor v € 0. f(x) € denominado e-subgradiente de f em x.

Da mesma maneira, podemos afirmar que um vetor v € R” é um e-sub-
gradiente de f em x se, e somente se, (v, —1) € R” xR é e-normal a epigrafe
de f no ponto (z, f(x)). A figura 2.1.2 ilustra essa interpretacdo com o
mesmo exemplo anterior. Visualmente podemos notar que Nepi f(, f(x)) C
Nepi f.2(x, f(x)), ou ainda que df(x) C 0. f(x). De fato, é facil mostrar que
O f(x) C O-f(x) sempre que 0 < &’ <e.

> Y

Figura 2.1.2: Interpretacao geométrica do e-subgradiente.

Da mesma forma que o subdiferencial, temos uma definicao alternativa
para o e-subdiferencial, dada através da derivada e-direcional.
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Definigao 2.27. A derivada e-direcional de uma func¢ao f: R™ — R U {+o0}
em um ponto x € R™ na direcio d € R™ € dada por

fllw;d) = inf fa+ td) = f(@)+e

Proposicao 2.28. Sejam uma funcao f: R" — RU{+o0} convexa e um
ponto x € dom f. Entdo,

O:f(z) = {v eR": (v,d) < fl(x;d) para todo d € R"}.

Coroldrio 2.29. O e-subdiferencial O: f(x) de uma fungdo convezra f: R™ —
RU {400} em um ponto = € ri(dom f) é o conjunto convezro fechado nao
vazio de R"™ cuja funcao suporte é fl(x;-). Em outras palavras,

flz;d) = sup{(v,d}: v E agf(az)}.

A demonstracido da proposicdo 2.28 estd omitida por ser andloga a da
proposicao 2.20. Além disso, da mesma forma que o corolédrio 2.21, referimo-
nos a [HUL93a, teorema V.3.1.1] para verificar a igualdade do corolario 2.29
acima. Utilizamos também a notacao 0, f(-)s para indicar a parte de 0. f(-)
paralela a aff(dom f). Podemos ainda mostrar que o subdiferencial apro-
ximado 0. f(x) é um conjunto nao vazio, convexo, fechado e que 0 f(x)s
¢é limitado, quando x pertence ao interior relativo do dominio efetivo de f
[HUL93b, teorema XI.1.1.4].

Finalmente, ressaltamos que as definicoes 2.17 e 2.26, dadas nesta secao,
sdo apropriadas apenas para fungoes convexas. Se, ao invés disso, traba-
lharmos com uma fungdo concava f: R” — R U {—o0}, devemos mudar a
condigao x € dom f para x tal que f(x) > —oo, além de inverter as desi-
gualdades de (2.2) e (2.7). Em (2.7), devemos também realizar a mudanca
de “—¢” para “+&”. Nesse caso, a coeréncia exige que chamemos 0f(-) de
superdiferencial de f e 0.f(-) de e-superdiferencial de f.

2.2 Continuidade do Subdiferencial Aproximado

Veremos nesta segdo que o subdiferencial exato Jf(x) e o subdiferencial
generalizado 0. f(z) (com £ > 0), vistos como fungoes multivaloradas, sao
semi-continuos exteriores. Além disso, mostraremos que o e-subdiferencial
(com & > 0) possui uma propriedade de continuidade ainda mais forte, pois
é também semi-continuo interior. Tal estudo nos permite que justifiquemos
a utilizacao de e-subdiferenciais no contexto de otimizacao. De fato, ob-
servaremos na se¢ao 3.2 que a semi-continuidade interior é importante em
algoritmos de otimizagao baseados em descida.
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Lema 2.30. Seja f: R™ — RU {+o00} uma fungao convexa fechada. Entao
o e-subdiferencial (¢,x) — O f(x) possui um grdfico fechado para todo € > 0,

ou seja,

k= x*

€k — Ex, €5 >0 = v* € 0, f(z"). (2.8)
vk e E?Ekf(a:k) — 0¥

Demonstracao. Utilizando a definicao de ei-subgradiente, temos que
f(y) > f@@®) + @WF, y — 2% — e, para todo y € R™
Tomando o limite em k, e considerando que f é semi-continua inferior, temos
fly) > ligiégf(f(xk) + ¥,y —2*) —¢;) paratodo y € R”
& fly) = f@*) + vy —a%) — e para todo y € R"
ou seja, v* € 0., f(x*). O

Lema 2.31. Seja f: R" — RU {400} uma fun¢do convera fechada. Sejam
d > 0 e L a constante Lipschitz de f em B(x,0) N aff(dom f) com = €
ri(dom f). Entdo, para todo &' < ¢,

€

< =
Il < L+ 5=
para qualquer v € - f(y)s, com y € B(z,d).

Demonstracdo. Observe que a desigualdade a ser provada é trivial quando
y ¢ aff(dom f), pois neste caso 0-f(y)s = 0 para todo £ > 0. Logo, consi-
deramos aqui y € B(z,d") Naff(dom f). Dessa forma, fixe v € 0. f(y)s com
y € B(z,0") Naff(dom f). Entao,

fy) — f(z) < (v,y — z) + ¢ para todo z € aff(dom f). (2.9)
Como f é Lipschitz continua, para todo g,z € B(z,0) N aff (dom f),
&) = f@) <Ll —gll = —Llg— 2l < f@) - f2).  (210)
Dessa forma, de (2.9) e (2.10), com § = y (note que §' < §), temos que
—Llly — z|| < (v,y — z) + ¢ para todo z € B(z,d) Naff(dom f). (2.11)

Defina z = y + ((6 — &')/||v||)v e observe que nesse caso ||y — z| = [0 — &'|.
Lembrando que §' < § e considerando y € B(x,d’) N aff(dom f), temos que
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essa definigao de z nos garante que z € B(z,d)Naff (dom f). Assim, podemos
substituir tal z em (2.11):

e

ol

d—90
— <L
< (o) ree b <Ly

obtendo portanto o resultado desejado. O

Teorema 2.32. Sejam f: R" — RU{+o0} uma func¢ao convexa e ¢ > 0.
Entdo o e-subdiferencial 0. f(x) € semi-continuo exterior em todo x € R™,
ou seja, para todo r > 0, existe § > 0 tal que y € B(x,d) implica

9:f(y) C O:f(x) + B(O, 7). (2.12)
Demonstragao. Pela proposicao 2.18, podemos escrever (2.12) como:
O:f(y)s + S+ C 9. f(x)s + S+ B(0,7).

Assim, basta provarmos aqui que para todo r > 0, existe § > 0 tal que
y € B(x,0) com z € ri(dom f) implica

5ef(y)s C aef(x)s + B(O,T).

Suponha, por contradicao, que para algum z € ri(dom f ) existem r > 0 e
seqiiéncias {z'} e {v'} com 2' — z para i — +oo, e v* € d-f(z')g com

v’ ¢ O.f(x)s + B(0,r) para todo i = 1,2,.... Mas pelos lemas 2.30 e 2.31,
a seqiiéncia {v'} é limitada e converge para v € 9d.f(z)s, o que é uma
contradicao. Logo, 0 f(x) é, de fato, semi-continuo exterior. O

Observe que os lemas 2.30 e 2.31 e o teorema 2.32 sao apropriados para
qualquer € > 0, ou seja, mostramos que a semi-continuidade exterior é
vélida tanto para subdiferenciais aproximados quanto para os exatos (i.e.,
com ¢ = 0). Verifiquemos agora a semi-continuidade interior de 0, f(-). Para
isso, considere inicialmente a seguinte definicao:

Definigao 2.33. Sejam A, B C R™ conjuntos compactos ndo vazios. Entao

Ap(A, B) = max {sup { dist(z, A)}, sup { dist(z, B)}} .

z€eB TEA

é denominada distancia de Hausdorfl entre A e B.

Lema 2.34. Sejam A, B C R"™ conjuntos compactos nao vazios. Entdo

Ay(A. B) = _
(A, B) = Hgl”ag{!m op(d)|}-
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Demonstragao. Geometricamente é facil ver que supgcp{dist(d,A)} < r
significa B C A + B(0,r), ou seja, z € A + B(0,7) para todo z € B.
Além disso, utilizando a definicdo de funcao suporte, temos:

r € A+ B(0,r) Vx € B
& (o.d) < o4y pon(d) Vo e B e VdeR"
< op(d) <sup,eayponild )} vd € R"
<~ (d) < SuP:mEA z2€B(0, r){<d 1 + LE2>} Vd € R"
& B(d) < supy, e a{(d, 1)} + supy,epo,{{d, 22)} Vd € R"
& op(d) <oald) +op,(d) vd € R"

Mostremos agora que 0, (d) = r|/d||. Por defini¢do de funcéo suporte,
temos, para qualquer d # 0:

rd
TB0m(d) > <W’d> — r|d].

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

opon(d) = sup (dz) < sup |dfflz]| = r[d].
x€B(0,r) z€B(0,r)

Ou seja, 050, (d) = r||d||. Dessa forma, temos:

op(d) < oa(d) + r||d|| para todo d € R" < ”I£1§1||a<><:1 {op(d) —oa(d)} <

Em outras palavras, mostramos que

Zgg{dlst (d,A)} = ”1‘;1;1”&2(1 {oB(d) —oa(d)}.

De maneira analoga, podemos concluir que

zlelg{dlst (d,B)} = ||rcIl1||a<X1 {oa(d) —op(d)}.

Logo, A (A, B) = max)q<; {|oa(d) — op(d)|}. O

Lema 2.35. Seja f: R" — R wma funcdo convexa e Lipschitz em R™.
Entao, existe M > 0 tal que, para todo x,y € R" e e, > 0, tem-se:

M
min{e, e’}

1 (0 f(x),0- f(y)) < (lz = yll +le = £l).
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Demonstragao. Seja d € R™ unitédria, isto é tal que ||d|] = 1. Defina
¢:(z,t) = (f(x +td) — f(z) +¢)/t. Entao, para todo n > 0, existe um
t, > 0 tal que

Gl ty) < Fl(wd) 41, (2.13)

Por hipétese, podemos tomar § — 400 no lema 2.31 pois existe uma cons-
tante de Lipschitz global L tal que ||v|| < L para todo v € 0. f(x). Sabemos
ainda, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que [(v,d)| < |[v||||d|| = |lv||-
Assim, pelo corolario 2.29,

fL(x;d) = sup{{v,d): v € O-f(x)} < L.

Considerando a desigualdade abaixo, valida simplesmente pela definicao,

g
—L+7§%@¢0§L+m
n

obtemos a relagao
1 2L+

ty, — €

(2.14)

Assim, utilizando (2.13), (2.14) e a definicao de derivada direcional, temos:

L(yid) — fl(xsd) —n

qe’(yatn) - qa(az,tn)

(fly +tyd) — f(z+tyd) + f(z) — fly) +€' —€)/ty
(2L|ly — || + | —€])/ty

[(2L +n)/e] (2L|ly — x| + |¢' — <)

INIA I IA

Analogamente, obtemos o seguinte resultado:

fla;d) — fL(y;d) —n < [(2L 4+ 1) /'] (2L|ly — || + |’ —¢]).
Como 1 > 0 é arbitrario, temos que

|[fo(y:d) — fi(w;d)| < [2L/ min{e, &'} (2L]y — 2| + [¢" —€]).
Portanto, concluimos a demonstracio tomando-se M = max{2L,4L%}. O

Observe que o lema acima considera f definida apenas nos reais. O resul-
tado abaixo mostra uma generalizacao desse lema para os reais estendidos.
Omitiremos sua demonstracao, mas referimo-nos a [HU80] para verificé-la.
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Lema 2.36. Sejam f: R™ — RU {400} uma fung¢do convexa e K C dom f
compacto. Suponha que para algum ro > 0, df(x) N B(0,r9) € ndo vazio
para todo x € K. Entao, para todo v > rq, existe M, tal que

M,

Ag (0 N B(0,r), 0 N B(0, < —F — —&|),
#(0:1@) N B(O.0). 00 () N B(0.7) € (o =l + e =)
para todo x,y € K ee, e’ > 0. Em particular, podemos tomar K C ri(dom f)

e r = max{sup,co, f(r)s |Vl SUPyuea,, f(r)s 1VI}-
Teorema 2.37. Seja f: R" — RU{+oo} uma fun¢io convera e £ > 0.
Entao O-f(x) é semi-continua interior em todo compacto K C ri(dom f).

Demonstragdo. Conforme o lema 2.36, seja r = sup,cq, f(x)s |V € note que
para todo =,y € K,

O-f () N B(0,r) C 0:f(y) N B(0,7) + [l — y[| B(0, M, /). (2.15)
Pela proposicao 2.18 e a defini¢ao de r, temos:
0:f(x) N B(0,7) = (0:f (x)s +5T) N B(0,7) D 0. f()s N B(0,7) = 0. f («)s-
Além disso, sabemos que 0-f(y) N B(0,7) C d-f(y). Logo, por (2.15),
O-f(x)s C 0-f(y) + ||z — y||B(0, M, /¢) e somando-se S* nos dois lados,

O-f(2)s + S C0-f(y) + S© + [lz = Y| B(0, My fe)
= 0:f(x) CO:f(y) + [lx =yl B(O, M, /e),

o que mostra que 0- f(x) é semi-continua interior. O

Concluimos esse capitulo mostrando, através de um exemplo, que a pro-
priedade de semi-continuidade interior de 0. f(x) é vélida apenas para e > 0.
Considere a fun¢ao médulo R 3 x — f(x) = |z|. Na figura 2.2.1, o grafico
da esquerda ilustra a fungdo multivalorada 0 f(z), enquanto que o da direita
apresenta O f(z) para um £ > 0 fixo. Note, por exemplo, que o conjunto
df(0) = [-1,1] é muito “maior” do que df(x) = {1}, quando = > 0. Por
outro lado, 0. f(z) nao “explode” quando z se aproxima do ponto 0.

AV AV
1 1

-1 -1

)

SR

Figura 2.2.1: Semi-continuidade interior do e-subdiferencial.



Capitulo 3

Otimizacao Nao
Diferenciavel

Considerando os conceitos de Andlise Convexa do capitulo anterior, estamos
prontos para abordar os métodos nos quais se baseia o algoritmo do volume.
Como referéncias para este capitulo, recomendamos [BGLS03], [HUL93a],
[HUL93b] e [Sho85], bases deste préprio texto. Iniciaremos nosso estudo
com o seguinte problema:

minimizar f(z) sujeitoa z € X, (3.1)

onde o conjunto X C R", correspondente as restrigoes, é convexo e a funcao
objetivo f: R™ — RU {400} é convexa, semi-continua inferior, prépria, e
nao necessariamente diferencidvel em todos os pontos. Quando X = R", o
problema correspondente é denominado irrestrito:

minimizar f(z) sujeitoa =z € R™ (3.2)

De modo geral, os algoritmos que veremos aqui fundamentam-se na
geracdo de iterados x* através da busca de possiveis direcoes de descida dF e
tamanhos de passo tj, e conseqiiente atualizacao na forma zF+1 = zF +t,d".
Verificaremos na segao 3.1 as condigoes de otimalidade de (3.1) e (3.2) e em
seguida estudaremos dois tipos béasicos de métodos que propoem a resolugao
de (3.2): de descida (secao 3.2) e de caixa preta. Este tltimo tipo, por
sua vez, inclui os métodos de subgradientes (secao 3.3) e de planos de corte
(secao 3.4). Finalizamos o assunto no capitulo 4, com o método de feixe.

22
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3.1 Condicoes de Otimalidade

Teorema 3.1. (Condigoes de otimalidade) Considere o problema restri-
to (3.1). Entao as segquintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) x* € solugao dtima global, ou seja, f(x*) < f(x) para todo x € X;
(b) f'(x*;2 —x*) >0 para todo x € X;
(¢) f'(x*;d) > 0 para todo d € Tx(z*);
(d) 0 € Of(z*) + Nx(z*).
Demonstracao. Mostraremos as equivaléncias acima através das seguintes

implicagoes: (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

[(a) = (b)] Seja x € X. Como X é convexo, temos que z* + A(x — z*) € X
para todo A €]0,1[. Assim, f(z* + Az — 2*)) > f(z*) para todo A €10, 1].
Isso implica que

[f(z* + Xz —2%)) — f(z*)] /X >0, para todo A €10, 1].

Finalmente, tomando A | 0, temos f'(z*;x — 2*) > 0, para todo = € X.

[(b) = (¢)] Considere d = x — z*. Entao, (b) implica f'(z*;d) > 0 para
todo d € X — {z*}. Observando a defini¢do de derivada direcional, é ficil
ver também que f'(z*;ad) > 0, para todo d € X — {z*} e todo a > 0.
Em outras palavras, f'(z*;d) > 0 para todo d € cone(X — {z*}), que pela
proposigao 2.13, equivale a T'x (z*).

[(¢) = (d)] Como f'(x*;-) > —o0, temos,
Fla*sd) > 0 Vd e Tx(z*) & f/(2%;d) +irg@(d) >0 VdeR™.  (3.3)

Pela definicao de funcao suporte, temos:

0, se (s,d) <0, Vs € Nx(z*)

400, caso contrario

Ong@)(d) = sup (s,d) = {
SENx (z*)

que é igual & indicadora i(y (z+))o(d) = iy (z+)(d). Com isso e pelo co-
rolrio 2.21, temos que (3.3) é equivalente a

0of(x)(d) + oNy (2)(d) >0 VYdeR"
& SUDy, cof(a) (V1 d) + SUDye Ny (av)(V2,d) >0 VdeR" (3.4)
& SUDy €df(a*)vmeNx () (V1 T V2, d) >0 VdeR" :

©  SUPyeaf(a*)+Nx () (Vs ) >0 VdeR"
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Suponha agora, por contradi¢ao, que 0 ¢ Jf(z*) + Nx(z*). Como {0} é
compacto e df(x*) + Nx(z*) é fechado, entao, pelo teorema 2.16, {0} e
Of (x*) + Nx(x*) podem ser separados estritamente, isto é,

existe d tal que (d,0) > (v,d) para todo v € df (z*) + Nx(z%).

Em particular, 0 = (d,0) > supveaf(x*)JrNX(x*)(v,@, o que contradiz a
ultima desigualdade de (3.4). Logo, 0 € df(z*) + Nx(z*).

[(d) = (a)] Tome v € df(x*). Como 0 € If(x*) + Nx(z*), temos que
—v € Nx(z*). Portanto, por defini¢do de df(z*) e Nx(z*),

flz) > f(@*)+ (v,xe—2*) e (—v,z —2*) <0 VreX
= f(x) > fx*)+ (v,x — 2*) + (—v,z — =*) Vo € X.

Portanto, f(x) > f(z*) para todo = € X. O

No caso de problemas irrestritos, as condicoes de otimalidade podem ser
simplificadas, conforme se observa a seguir.

Corolario 3.2. (Condigoes de otimalidade) Considere o problema irrestri-
to (3.2). Entao as segquintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) z* € solugdo dtima global, ou seja, f(z*) < f(x) para todo x € R™;
(b) f'(z*;d) >0 para todo d € R";
(c) 0 € 0f(x*).

Demonstracdo. Segue diretamente do teorema 3.1, substituindo X por R".
Observe apenas que Ngn(z*) = () e que os itens (b) e (¢) do teorema 3.1
resumem-se ao item (b) deste coroldrio. O

Pensemos por enquanto no problema irrestrito (3.2). Se x € R™ néao é
otimo global, entao, pelo corolario acima, existe pelo menos uma direcao d
tal que f/(z;d) < 0. Tal dire¢ao é denominada dire¢io de descida de f no
ponto z. Da mesma forma que na otimizacao diferencidvel, as direcoes de
descida sao, portanto, aquelas que garantem o decréscimo da funcao objetivo
quando as utilizamos para gerar uma seqiiéncia de iterados.

Lembrando que f'(z;d) = sup,cqy(z) (v, d), podemos também dizer que
uma dire¢ao d é de descida se (v,d) < 0 para todo v € Jf(z). Observe
ainda, com auxilio da figura 3.1.1, uma outra caracterizacao de tal diregao:
dizemos que d é de descida se o hiperplano H, = {z € R" : (z,d) = a},
com « € [f'(x;d),0[, separa estritamente os conjuntos df(x) e {0} (isto é,
(v,d) < a <0 para todo v € df(x)).
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Figura 3.1.1: Direcoes de descida.

Do ponto de vista computacional, em algoritmos iterativos de otimi-
zacao, € possivel que nao sejam obtidas solugoes exatas, mas apenas suas
aproximagoes. Desse modo, devemos requerer maneiras de tratar solugoes
e-6timas (i.e., proximas da solugdo 6tima). Por esse motivo, enunciamos
no teorema a seguir as condigoes de e-otimalidade. Sua demonstragdo sera
omitida por ser analoga a do teorema 3.1.

Teorema 3.3. (Condic¢oes de e-otimalidade) Considere o problema restri-
to (3.1). Entao as segquintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) x* € solugao e-6tima global, ou seja, f(x*)—e < f(x) para todo v € X;
(b) fl(z*;2 —x*) >0 para todo x € X;
(¢) fL(xz*;d) > 0 para todo d € Tx(x*);
(d) 0 € 0.f(a") + Nx(a*).
Analogamente, para o problema irrestrito, temos:

Corolario 3.4. (Condigoes de e-otimalidade) Considere o problema irres-
trito (3.2). Entdo as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) x* é solugdo e-dtima global, ou seja, f(x*)—e < f(z) para todo x € R";
(¢) fL(x;d) >0 para todo d € R™;
(b) 0€0-f(x).

Novamente considerando o problema irrestrito (3.2), dizemos que uma
direcao d € R™ ¢é de e-descida a partir de um ponto z € R" se existe t > 0
tal que f(x 4 td) < f(x) — e ou, equivalentemente, se f/(z;d) < 0; mais
ainda, se (v,d) < 0 para todo v € O.f(x). Do ponto de vista geométrico,
isso equivale a dizer que o hiperplano H, = {z € R" : (z2,d) = a}, com
a € [fl(x;d),0[, separa estritamente os conjuntos 9. f(x) e {0}.
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Com as condicoes de otimalidade e as caracterizacoes de direcoes de
descida e de e-descida, estamos prontos para abordar os métodos que tentam
resolver os problemas (3.1) e (3.2). No restante deste capitulo, teremos
como objetivo a resolugdo do problema irrestrito (3.2), necesséria para a
compreensao dos capitulos posteriores.

3.2 Meétodo de Descida

Os métodos de descida baseiam-se na geracio de uma seqiiéncia {*} com a
garantia de decréscimo da funcdo objetivo f em cada iteracao. As diregoes
a serem tomadas sao, portanto, as de descida, caracterizadas anteriormente.
O algoritmo pode ser visto a seguir.

Algoritmo 3.5. Métodos de Descida

. Tome z' € R" e seja k = 1.

. (Critério de parada formal) Se 0 € 9f(z*), pare.

1
2
3. (Descida) Encontre uma diregio de descida d* de f em .
4

. (Busca linear) Encontre um tamanho de passo t; > 0 tal que
Fa@® + tpd®) < f(2).

. (Préximo iterado) Defina zF ! = zF 4 t;.d*.

5
6. (Loop) Tome k = k + 1 e va para o passo 2.

Vale ressaltar que o critério de parada oferecido pelo passo 2 é puramente
formal, pois a obtencio de todo o subdiferencial 0 f(z*) é algo excessivo ou
mesmo impossivel computacionalmente. Critérios de parada implementaveis
serao vistos posteriormente com detalhes nos algoritmos de planos de corte e
de feixe (segao 3.4 e capitulo 4, respectivamente). Por ora, note apenas que
a melhor descida d* possivel (i.e., a direcdo de maxima descida) é a solugao
do problema min -1 f'(z*;d), ou, equivalentemente, pelo corolario 2.21, de

min max (v,d).
ldll=1vedf(x)

Geometricamente, isso significa que a diregdo de maxima descida é jus-
tamente a que estd relacionada ao hiperplano H ortogonal a projecao de {0}
em Of(z¥). Mais especificamente, d* = —~v*/||v*||, onde * = Pyt (a#)(0).
Como ilustracao, veja figura 3.2.1.
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Figura 3.2.1: Direcao de méaxima descida.

Um problema do método de maxima descida é que a seqiiéncia de itera-
dos {wk } pode oscilar e convergir para um ponto nao 6timo. Referimo-nos
a [HUL93a, segao VIIL.2.2] para verificar, através de um exemplo numérico,
que o método pode, de fato, ndo convergir. Para compreendermos esse fato,
lembremos primeiro que o algoritmo de descida converge se {f(z*)} é de-
crescente e se {xk} possui um ponto de acumulagao x*, que é minimizador
de f. Considere, entao, a seguinte sequiéncia:

{8k} = { dist(0,0f (=)} = {In"II}-

Vimos na segao 2.2, que o subdiferencial df(x), visto como uma fungao
multivalorada, é fechado. Isso significa que

b — * *
{Ukeaf(mk)_)U* = v" € 9f(2").

Dessa forma, se d; — 0, entdo 0 € 9f(z*) e x* é minimo. Para asse-
gurar que 0 — 0, a funcdo multivalorada Of(-) deveria ser continua (i.e.,
semi-continua interior e exterior). Vimos, no entanto, que ela ndo possui a
propriedade de semi-continuidade interior, ou seja, nao é verdade que

xk — x* . k k k
vt € Af(a*) = existe {v"} — v* tal que v" € Jf(z").

Ainda na segao 2.2, observamos que O.f(-) é semi-continuo interior e
exterior para € > 0. Portanto, uma possivel maneira de contornar a nao
convergéncia do método de maxima descida é utilizar 9. f(-), com ¢ > 0,
no lugar de 0f(-). Tais algoritmos sao denominados de e-descida [HUL93Db,
capitulo XIII]. Eles geram seqiiéncias {z*} tais que {f(z*)} é decrescente e
{dist(0, 9. f(z*))} — 0. O algoritmo é descrito a seguir.

Algoritmo 3.6. M¢étodos de e-Descida

1. Tome z!' € R”, £ > 0 e seja k = 1.
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2. (Critério de parada formal) Se 0 € 9. f(z*), pare.
3. (Descida) Encontre uma direcio de e-descida d* de f em x*.
4

. (Busca linear) Encontre um tamanho de passo t; > 0 tal que

FF + tpd®) < f(a*) — e

ot

. (Préximo iterado) Defina zF*1 = zF 4 t;.d*.

(@)

. (Loop) Tome k = k + 1 e va para o passo 2.

Nesse algoritmo, f(2*) — —o0 ou o algoritmo termina numa iteracao k,
tal que 2% é e-6timo. Esse é o algoritmo de e-descida mais simples. Existem
variantes do método que permitem escolhas de ¢ = ¢, a cada iteracao.
Por fim, note que o e-subdiferencial também n&o é usualmente conhecido
por inteiro, ou seja, o método de e-descida que descrevemos ainda nao é
implementavel. Nas proximas segoes, veremos outros algoritmos que tentam
contornar essa questao.

3.3 Método de Subgradientes

Usualmente, a obtencao de um subdiferencial df(z) por inteiro é excessiva
ou até impossivel do ponto de vista computacional. Uma maneira de con-
tornar esse problema é simplesmente requerermos menos, ou seja, pedirmos
o computo de apenas um unico subgradiente. Tal computo estd associado a
uma caiza preta (também denominado ordculo ), que é utilizada como base
em diversos algoritmos para problemas nao diferenciaveis.

Dado zF € R™, a caixa preta é responsavel por gerar um subgradiente
v* € 9f (%), juntamente com f(z¥), o valor da funcdo objetivo'. Veremos,
no entanto, que nem sempre serd possivel obter direcoes reais de descida. A
performance de um algoritmo depende, portanto, da sua capacidade de gerar
e reconhecer candidatos a direcoes de descida “suficientemente bons”. Nesta
secao, estudaremos a primeira dessas metodologias, denominada método
de subgradientes.

A idéia do método de subgradientes procede do método de Cauchy para
otimizacao diferenciavel, no qual se toma a direcao oposta ao gradiente
V f(z). No nosso caso, tomaremos entao o vetor oposto ao subgradiente v
fornecido pela caixa preta. Porém, tal direcdo nao serd necessariamente de

1Observe que gerar uma seqiiéncia de iterados {mk} independe da maneira na qual se
calcula os valores f (xk) e v, Em outras palavras, nio é necessério saber como se computa
f(z*) e v*. Dai 0 nome caiza preta.
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descida. Conforme pode ser observado na figura 3.3.1, que mostra curvas de
nivel para fun¢oes minimizadas em 0 € R?, direcdes de descida (representa-
das pela parte hachurada clara) devem fazer produto escalar negativo com
o subdiferencial 0f(z) inteiro, e ndo apenas com um unico subgradiente v.

// ISOAVARZLCY ,&\/@)(m

N °

Figura 3.3.1: Direcoes de descida: caso diferencidvel e nao diferencidvel.

L 4

A figura da direita (caso nao diferencidvel), mostra um exemplo em que a
diregao v, fornecida pela caixa preta, é um vetor extremo do cone associado
a Of(x). Em tal exemplo, a direcdo oposta —v claramente nao é de des-
cida. Apesar desse algoritmo néo assegurar necessariamente o decréscimo
da funcao objetivo a cada iteracao, escolhas adequadas dos tamanhos de
passo podem garantir a convergéncia do método. Por ora, observemos a
seguir o algoritmo correspondente ao método de subgradientes.

Algoritmo 3.7. Método de Subgradientes

. Tome z' € R" e seja k = 1.
Caixa preta) Compute v¥ e f(z*).
Critério de parada) Se 0 € df(z*) [i.e., v¥ = 0], pare.
k+1

Préximo iterado) Defina z#+1 = 2% — t,0%.

S Ut s W N

- (
- (
. (Busca linear) Tome um passo t; > 0 adequado.
- (
- (

Loop) Tome k =k + 1 e v para o passo 2.

Para compreender o passo 4 do algoritmo acima, defina primeiro X*
como o conjunto de solugbes 6timas e f, como o valor 6timo da fungao
objetivo, ou seja, fr = f(z*) para todo z* € X*. Em nossa andlise, necessi-
taremos também das seguintes hipdteses:
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Hipétese 3.8. A seqiiéncia {v*} € limitada por uma constante M.
Hipdétese 3.9. O problema (3.2) possui solugdo dtima, i.e., X* # ().

Com isso, veremos no teorema 3.11 algumas condigbes para o tamanho
do passo que garantem a convergéncia do método. Para isso, o lema abaixo
é essencial.

Lema 3.10. Considere o algoritmo 3.7. Entao para qualquer y € R™ e
iteracao k, vale a sequinte desigualdade:

[ =yl < [l = yl* + o * — 26(f (") — f)-

Demonstracdo. Pela definicio de zF+! dada no algoritmo, temos:

2
lz*+ = y[* = [[2* — tio* —y]]
= [l2* = ylI? + ;0" - 2t0(v*, 2" — )
< la® = yl? + )P = 260 (f (%) = f()),
sendo que a tltima desigualdade vem da definicdo de v* € f (2*). O

Teorema 3.11. Considere o algoritmo 3.7 sob as hipdteses 3.8 e 3.9, com
os tamanhos de passo escolhidos por alguma das sequintes formas:

o o
(a) Y tp =400 e _t; < 400,

k=1 k=1

k
(b) tkiﬁk% com0<ﬁ§ﬁk§3<2pamtod0k’.

Entdo, o inico ponto de acumulagdo de {a:k} pertence a X*.
Demonstracao.

(a) Utilizando o lema 3.10 para y = z* € X* arbitrério,
2t =2 < e — )P+ P - 2t () - £). (35)

Aplicando essa desigualdade de maneira recursiva, temos:

k k
a##1 — a2 <l = a2+ 30 B - 2Dk — ). (3.6)
=1

i=1
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Como f, < f(2') e t; > 0 para todo i, temos:
k
254 = 2|? < flat = 2|+ ) I
i=1

Assim, da limitacdo de ||v¢|| para todo i e de Y 52, #? < 400, temos que {z*}
é limitada e que [|z* — 2*||? converge [Pol87, secdo 2.2]. '

Defina agora f{ = minj<;<j f(z") e mostremos que para todo j, fi — f«
quando k — oco. Tome um j arbitrario. De maneira andloga a (3.6), obte-
mos, aplicando recursivamente a desigualdade (3.5):

k k
2t =2 |? < lad =@t + Y )P -2 ) t(f () — fo)-
i=j i=j
Como ||z**+1 — 2*||2 > 0, podemos escrever:

lo? —2* |2 + 325 1P = 2350 ta(f () — fi)
> 2 (T ) miny (/@) = 1),
Além disso, como [[v*|| < M para todo i,
l2? — & + 3 P Nla? — |+ MY

2 Zf:j ti a 2 Z?:j b

Logo, como z* é arbitrario, podemos escrever

. 1 * k
dist(z7, X*) + M? diei t2
250t

e com isso, temos que f’g — f« — 0 quando k — oo, pois dist(z?, X*) +
M? 37 7 ¢ limitado e Y252 t; = +oo.

Finalmente, mostremos que um ponto de acumulacio Z de {z*} pertence
a X*. Sabemos que para todo 7,

L= i ) 2 g ) 2 o o0

Como f é semi-continua inferior,

f(z) < liminf f(z') = lim inf f(z') < lim flg’
j—o0

1—00 J—0o0i>]
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onde a ultima desigualdade é dada por (3.7). Ademais, f,g — f4, entao
f(z) < fi, ou mais precisamente, f(Z) = f.. Logo, qualquer ponto de acu-
mulacio dessa seqiiéncia (limitada) {z*} estd em X*, conforme querfamos.
Para provar a unicidade de tal ponto de acumulagao, suponha que existam
T e 7 distintos tais que 2* k — % Entdo, ||z — z*|| = ||z — 2*||, o
que é possivel somente se T = 7.

— T ex

(b) Utilizando o lema 3.10 para y = z* € X* e a definigao de tj, temos:
2 — 2¥|* < ok — 2|2 4 ok |2 — 2t (f (2%) — fo)

.Z'k — f. 2
— Jla* — " = Bu(2 - m% (35)

Assim, como S, €]0,2],
”xk—l—l . LE*”2 < ”xk . ‘T*Hz

e isso implica que {z*} é limitada. Mostremos agora que f(z*) — f..
Suponha, por contradicio, que {z*} — Z e que f(Z) > f,. Entdo, existem
§ > 0 e uma seqiiéncia infinita de indices k1 < ko < ... tais que f(z%)—f, > 6
para todo i = 1,2, .... Pela hipéStese 3.8, ||v*|| é limitado. Além disso, como
0<B< Bk < B < 2 para todo k, temos, por (3.8), que

R e e L

onde € > 0. Logo, ||z¥ !t —z*||? < ||2*1 — 2*||? —ie. Como ||z* 1 —2*||? > 0,
temos ||zt — 2*||2 —ie > 0. Assim, tomando i — oo, chegamos a uma
contradicao. Com isso, para qualquer ponto de acumulagao Z, temos & € X*.
Ademais, como {||z* — z*||} é decrescente, ela converge para ||Z — z*| para
todo 2* € X*. Para verificar a unicidade do ponto de acumulacao de {z*},
suponha que existam Z e Z distintos tais que {z*} — Z e {z¥} — Z. Entdo,
z,7 € X* e ||z —2*|| = || — x| para todo 2* € X*. Mas isso é possivel
somente se T = I, 0 que nos leva novamente a uma contradicao. ]

Naturalmente, outras condi¢oes de tamanho de passo sao possiveis de
modo a estabelecer convergéncia do método. De fato, o caso (b) do teo-
rema 3.11 pode ser generalizado da seguinte forma:

ky_ LB
ty = ﬁk%, (3.9)

onde LB ¢é um limitante inferior do valor 6timo f,. A utilizagdo de (3.9)
é mais conveniente pois geralmente nao possuimos, a priori, o valor de f,.
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Referimo-nos a [Pol69] para a demonstracao de convergéncia nesse caso. Por
sua vez, esse limitante inferior LB pode ser atualizado a cada iteracao k.
Veremos detalhes disso na secao 6.3.

Vale ressaltar que embora o método de subgradientes seja considerado
base para diversos algoritmos de otimizacao, sua teoria de convergéncia nao
estd ainda completa. Isso significa que algumas versées do algoritmo mostra-
das na teoria sao lentas do ponto de vista computacional, enquanto que para
muitas versées implementdveis do algoritmo nao foram obtidas provas reais
de convergeéncia. Finalizamos o assunto listando duas variagoes do método
de subgradientes.

Suponha primeiro que queremos resolver o problema restrito (3.1) e que
o conjunto vidvel X é simples, no sentido de que é facil projetar um ponto
em X. Entao, o método de subgradientes projetados é baseado na seguinte
atualizacao de iterados:

= Py (a:k — tkvk). (3.10)
Observe que a projecdo Px(-) garante que, a cada passo, os iterados xk
sejam viaveis.
Com ou sem projecoes, é possivel que ocorra zigzags no método de sub-
gradientes. Para ilustrar isso, considere o seguinte exemplo:

minimizar f(z) =z1 + 222 — 1
sujeito a a;EXi{(ml,xg)TeR2:x1+x2:1; x17$220}.

Nesse caso, a solucdo 6tima é z* = (1,0)” com f(z*) = f. = 0. Suponha
que a cada passo By = 1. Considerando 2° = (0,1)7, terfamos t;, = f(z*)/5,

k K\ T k
9 9 9
k k
= 1 — _ JE— — J—
para todo k. Assim, com essa instancia, o algoritmo claramente converge

para a solugdo 6tima muito lentamente. Conforme [CFMT75], o método de
subgradientes com desvios, caracterizado por:

dt = vl

k+1 - k _ k
o™t = Py (2" — t},d") onde { 45 = o 1 apd Y, (g > 0), V> 1,

tenta diminuir a ocorréncia de tal fendmeno considerando uma combinagao
entre o subgradiente v* e a direcao anterior d*~'. No capitulo 5 utilizaremos
todas essas variacoes, bem como adaptagoes das mesmas.



3.4. Método de Planos de Corte 34

3.4 Meétodo de Planos de Corte

O método de planos de corte, ao contrario do método de subgradientes, apro-
veita as informacoes obtidas nas iteragoes anteriores para definir um modelo
da fungao objetivo. Esse modelo é ttil para se obter candidatos a diregoes
de descida. Assim, a cada iteracdo k, temos um modelo linear por partes fj,
de f construido da seguinte forma:

fi) = max, {f(a") + (', = o)), (3.11)

Note que a cada iteracdo k, adicionamos uma funcao afim f(2*)+ (v*, - —2*)
ao modelo. O maximo de todas as funcoes afins que definem f}, é claramente
uma fungdo convexa e linear por partes. Além disso,

fe<foon e fi<f (3.12)
para todo k, ou seja, fk se aproxima de f por baixo a cada iteragao.

A

>
>

1 1
/" )
/ x? xt a3 xt

Figura 3.4.1: Iteragoes do método de planos de corte.

A idéia do método de planos de corte é utilizar esse modelo fj, para
encontrar o préximo iterado z*t1. Mais precisamente,

2 € argmin fi(z), (3.13)
z€S

onde S é um conjunto compacto convexo que contém um ponto minimo
de f. Ademais, o modelo ainda nos permite ter um critério de parada
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implementavel através do computo do decréscimo nominal, o qual é definido
como

S = f(a*) = feoa (). (3.14)
Observe que o algoritmo termina quando &g é pequeno, ou seja, ele estima

a otimalidade, conforme veremos no teorema 3.13. Para facilitar a compre-
ensao do método, observe também as iteracoes do algoritmo na figura 3.4.1.

Algoritmo 3.12. Método de Planos de Corte

1. Sejam tol > 0 uma tolerancia dada e S C R".
Tome z' € S e seja k = 1. Defina fy = —oc.
Caixa preta) Obtenha v¥ e f(z*).

Decréscimo nominal) Compute 6 = f(zF) — fr_1(z*).

Préximo iterado) Defina zF+! € argmin, g fi.(x).

o ol L

(
(
(Critério de parada) Se d; < tol, pare.
(
(

Loop) Tome k = k + 1 e va para o passo 3.

No algoritmo acima, o conjunto S é necessario para se ter uma solucao
para o problema de minimizacao do passo 6, além de ser importante para se
evitar instabilidades. Referimo-nos a [BGLS03, exemplo 8.7] para se obser-
var um exemplo numérico onde ocorrem tais instabilidades. Note ainda que
nesse algoritmo o prego que se paga para se ter um critério de parada simples
e implementdvel é resolver problemas de minimizagao (3.13). Em particular,
se S é poliedral, entdo o problema do passo 6 é de programagao linear:

r> f(ah) + (o2 — 2t + (Wi d), i=1,...,k,
minimizarg,) 7 sujeito a 2k 4+de s,
r eR.

A

Fla®) + (02, — >\ epi f i

0

Y

TN 1
S
Figura 3.4.2: Introducao de uma funcao afim quase “horizontal”.
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Assim como o método de subgradientes, o método de planos de corte
nao garante o decréscimo da funcao objetivo a cada iteracao. Tal fato pode
ser observado quando introduzimos uma funcao afim quase “horizontal” ao
modelo fk Por essa razao, dizemos que o algoritmo nao esta livre de insta-
bilidades. Para maiores esclarecimentos, veja a figura 3.4.2 acima. Observe
que a introducdo da funcdo afim f(z3) + (v3,- — 23) gera um ponto z* tal
que f(at) > f(2?).

Convém verificarmos ainda que o algoritmo acumula um ntimero cres-
cente de funcoes afins que definem o modelo, o que dificulta a resolucao dos
problemas do passo 6, mesmo se essas forem lineares. A dificuldade néo esta
apenas na existéncia de um grande numero de funcoes afins, mas no fato de
que varias dessas restricoes sao quase idénticas entre si. Veremos na secao
posterior como resolver esse problema, “limpando-se” o modelo.

Concluiremos essa secdo com as demonstracoes de convergéncia do mé-
todo. A andlise estd dividida em duas partes: quando {a:k } é finita e quando
{z*} é infinita. Seja f, o valor timo da funcdo objetivo e defina fk como
o melhor valor da funcao objetivo encontrado até a iteracao k. Em outras
palavras, seja fk = min;—1__x f(z%).

Teorema 3.13. Considere uma seqiiéncia {x*} gerada pelo algoritmo 3.12
sob as hipdteses 3.8 e 3.9, e suponha que ele termina em uma iteragdo ky.
Entao,

f(xkf) < fy +tol.

Demonstragao. Como o algoritmo termina na iteragao ky, temos:
k 7 k
Ok, <tol & f(z™) < fi,—1(z™) + tol.

Por (3.13), temos fkf_l(xkf) < fkf_l(x) para todo x € S. Utilizando esse
fato e pela desigualdade da direita de (3.12),

fzFr) < fkf_l(a:) + tol < f(x) + tol para todo x € S.
Em particular, tome x € argmin, g f(y). Logo, f(@*) < fi + tol. d

Teorema 3.14. Considere uma seqiiéncia {x*} gerada pelo algoritmo 3.12
sob as hipoteses 3.8 e 8.9, e suponha que k — oco. Entdo,

klim fe1(@F) = f. = klim fi= lign inf f(z").
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Demonstra¢ao. Como k — oo, por (3.12), temos que fk_l(xk) 1 fx —7 com
~v > 0. Em outras palavras, para todo k,

Fo=7 = fua(ah). (3.15)

Suponha, por contradi¢do, que v > 0. Como {z*} C S é limitada (pois
S é compacto), existe uma subseqiiéncia {z*} convergente. Lembrando
a hipotese 3.8, para um indice k; suficientemente grande, considere que
[v*6-1 || < M e que ||z*6-1 — zFi|| < ~/(2M). Assim,

Fo= > frima(@™) > firoy, (™) > faR6-0) + (Fen gk — gha-n),

onde as desigualdades acima sao obtidas respectivamente por (3.15), pelo
fato de que k; — 1 > k(;_;) juntamente por (3.12), e por (3.11). Utilizando
ainda a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

fo =7z fahen) = M2t = 260 || > fo = M(y/(2M) = f. = 7/2,

o que é uma contradi¢dao. Logo v = 0 conforme queriamos. Considere agora
a seqliéncia decrescente { fk} Suponha, novamente por contradicdao, que
existe uma constante £ > 0 tal que fk |l f« + & Ja vimos que existe uma
subseqiiéncia {z* i} convergente de {z*}. Tomando M como uma constante
Lipschitz de f e f3, seja k; suficientemente grande tal que [|2F6+0) — zki|| <
€/(2M). Assim, pela definicdo de fj, e por (3.11),

Fet €< firy < f(@") = firi (@) = fi (@) = fi (ahe0) + fi (2Fem),
Sabendo que k; < k;11 — 1 e por (3.12),

f* +§ < f:kl (xkl) - f:ki(xk(ﬂrl)) + fk(i+1)_1(xk(i+1))
< fiy (@) = fr, (aFe+0) + f,

< MaFern —aki|| + f,,

onde a segunda desigualdade é dada por (3.15) (note que ja provamos que
v = 0) e a dltima pelo fato de que f é Lipschitz continua. Com k; suficien-
temente grande, temos, entao:

fe £ &< M(E/(2L)) + fu = [ +£/2,

o que é uma contradicao. Logo, & = 0 conforme queriamos. O



Capitulo 4

Método de Feixe

O método de feize reconcilia as caracteristicas de métodos de descida e
de planos de corte, garantindo, ao mesmo tempo, o decréscimo da funcao
objetivo e a estabilizagado. Baseia-se nao apenas na construcao de um modelo
fk da funcdo objetivo, mas também na manutencido de uma aproximacao
poliedral de seu eg-subdiferencial 0, fk()

O modelo fk pode ser construido de modo anédlogo ao modelo utilizado
no método de planos de corte. No entanto, tenta-se agora evitar um acimulo
grande de fungoes afins que causam mau condicionamento. Isso é feito consi-
derando-se duas seqiiéncias distintas de pontos: os candidatos {z*}, que sao
os iterados do algoritmo, e os centros de estabilizagao {:%k}, que decrescem
de fato a funcao objetivo. Uma definicao mais precisa é dada abaixo.

Definicao 4.1. Um iterado (ponto candidato) z*+1

torna-se um centro de
estabilizacio (i.e., 2*t1 = K1) somente se uma condi¢io do tipo Armijo

€ satisfeita, ou seja, se
F@*) = f@™) = mbj, (4.1)

onde 041 € o decréscimo nominal calculado na iteragdo k em €]0,1[. Nesse
caso, o passo realizado é denominado sério (ou de descida). Do contrdrio,

1l = 25 e 0 passo € denominado nulo.

Note que com isso o conjunto {Z!,...,2*} estd contido em {x!,...,2*}
para todo k. Assim como nos planos de corte, f; é uma aproximacio
da funcao objetivo, utilizada para computar o decréscimo nominal Jx 1,
definido em (3.14), e o ponto candidato z¥*!. Como instabilidades ocor-
rem quando o movimento a partir de ¥ é muito grande, consideramos o
decréscimo do modelo fk nao em um conjunto S fixo, mas ao redor de uma

38
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bola de centro #*. Assim, ao invés de usarmos problemas do tipo (3.13),
utilizamos o seguinte problema estabilizado:

21 € argmin fi.(z) + %Hx — &k (4.2)
TER™ 2

onde pup > 0 é um parametro, cuja atualizagao serd vista na secao 4.2.
Conforme (3.14) e (4.2), o respectivo decréscimo nominal serd, portanto,

e = 16 = (A 4 B ).

Com as definigbes acima, ja é possivel verificarmos a descrigao do método.

Algoritmo 4.2. Método de Feize

Seja tol > 0 uma tolerancia dada e m €0, 1].
Tome um ponto inicial 2! e sejam k =1 e §; = oo.
(Caixa preta) Obtenha v! e f(z1).

Construgao do modelo) Construa o modelo fi.

SRR o B

(
(Critério de parada) Se & < tol, pare.
(

Ponto candidato) Resolva

21 € argmin fi.(z) + Be 1 — i*2.

IEGR" 2 H‘T

7. (Decréscimo nominal) Defina
N 7okt e k41 2kp2
B = £34) = (Rl + Bt - ).

8. (Teste de descida) Se f(i*) — f(2*+1) > mdji1:
Entdo faca 2%+ = 2%+1 e atualize ppy1 (passo de descida).

Sendo, faca #Ft1 = 2% (passo nulo).
9. (Atualizacao do modelo) Construa frs1 adicionando z**! ao modelo.

10. (Loop) k = k + 1; e vé para o passo 5.

Analisemos agora o problema estabilizado (4.2). Tal problema é de pro-
gramacao quadratica convexa, usualmente resolvido através do seu dual, que
possui um conjunto viavel com uma estrutura mais simples. Para mostrar-
mos esse problema dual, convém antes considerar o modelo fk referindo-o
ao centro de estabilizagao. Para isso, considere as seguintes definigoes:
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Definicao 4.3. Dado uma iteracdo k do método de feixes, o conjunto das
informacgdes obtidas, isto €,

(@ fah) ) v € 0f ()i = 1,... k)
é denominado feixe.

Definicao 4.4. Considere uma iteragdo k do método. Para cada indice 1
do feize, o erro de linearizacao € dado por

Usaremos a nota¢ao e; ao invés de ef quando ndo houver ambigiidades.

As defini¢Oes acima nos permitem substituir a caracterizacdo do modelo fk
dada em (3.11), pela seguinte forma:

fu(z) = f(&%) + max { —ei+ (W x — :i"k>} (4.4)

i=1,...k

Note também que, pela defini¢io de e-subdiferencial, v € &, f (#F). Com
essa notacao, podemos caracterizar o feixe da seguinte forma:

Proposigao 4.5. Dado uma iteracdo k do método, o feixe € o conjunto
formado por

{(vi,ei): Ve aeif(ik),i =1,.., k‘} U {(:ﬁk,f(:i"k),vk)}.
Demonstracdo. Segue diretamente das defini¢oes 4.3 e 4.4. U

Conforme mencionamos na se¢ao 3.4, um nimero crescente de fungoes
afins no modelo dificulta a resolucao do problema. Ao contrario do método
de planos de corte, o método de feixe possibilita o controle da quantidade de
aproximagoes afins usadas por ele. Isso é feito com a diminuigao do tamanho
do feixe, de maneira que ele guarde apenas p, < k elementos. O modelo fk
nao sera dado, portanto por (4.4), mas por

Ak ) Ak
fr(z) = f(z )—I—'lr{lax {—eH—(vZ,x—w )}, (4.5)
1=1,...,Pk
onde os indices sao reordenados de forma apropriada, se necessario. Veremos
na secao 4.1 como selecionar os indices que permanecem no feixe. Podemos
agora descrever o dual do problema estabilizado (4.2).
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Proposicao 4.6. Seja z*t!

que up > 0. Entao,

a solugdo tnica do problema (4.2) e suponha

Pk
AR L — onde oF = E a;v’ (4.6)
i=1

e a € RPt ¢ uma solugdo do problema

P
E ;0"
i=1

Demonstragio. De (4.5), temos que fi,(x) > f(#%)—e;+(v*, 2—i*) para todo
i =1,...,pr. Podemos entao escrever o problema (4.2) com uma varidvel
extra y da seguinte forma:

min

1 2 Pk
— €. 4.7

min + —|lr—2
wyernxr ¥ 2 H , (4.8)
sujeito a  y > f(2F) —e; + (Wi, x —2F), i =1,...,pp.
A funcao lagrangeana correspondente é dada por

L(x,y,a)

Pk
) Mk . B ' 7
=y Gl = 1P Y e () e+ o v — %) —y)
Pk MI:ZI Pk )
_ <1 - 2@2) y+ 5 llz = 2F|1? + Z;O‘i(f(i"k) — e+ (v, z — %))
1= =

Com isso, podemos escrever o problema (4.2) da seguinte forma:

i c : 4.9
(oD A (2,9, ) (4.9)

Pela convexidade forte, o problema acima tem uma unica solucio zFt!,

com & como seu multiplicador correspondente. Como o problema em questao
é convexo e a condicao de Slater é valida, a folga de dualidade é nula. Logo,

min  max L(z,y,a) =max min L(z,y,a),
(z,y)ER" xR a=>0 a>0 (z,y)eR™XR

sendo que o problema da direita é o dual de (4.9) (ou, equivalentemente,
de (4.2)). Observe que o problema dual pode assumir valor infinito devido
ao termo (1 — > a,-)y do lagrangeano: basta que (1 — >0 ai) <0e
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que y — oo. Para evitar isso, é necessdrio que Y **, a; = 1. Além disso,
como «; > 0 para todo i = 1, ..., p, temos que a € A, . Com isso, podemos
escrever a funcao lagrangeana da seguinte forma:

Pk
L(z,a) = f(2%) + %Hx — &k )% + Zai( —ei + (v, x —3F))  (4.10)
i=1

k+1

e podemos dizer que x e @ resolvem os problemas primal e dual abaixo:

min max L(z,a) = max min L(z, a).
TER™ a€Ap, a€Ap, TER™

Considere agora a seguinte definicao:

0(a) = argmin L(zx, ).
TER™

Fixando o € Ay, , observamos que a condicao de otimalidade que define 6 é
dada por

V.L(0(a), ) =0

Pk
& mr(0(a) — 2F) +) e’ =0 (4.11)
=1

Em particular, para o = @ (note que 6(a) = z*+1),

Pk
A ; . 1.
(2 — &F) + E vt =0 e oF =gk - —oF,
‘ Kk
1=1

conforme querfamos. Mostremos agora que & resolve (4.7). Multiplicando a
igualdade (4.11) por 8(a) — ¥, temos:

Pk
nellB() = #1243 agfo, 6(a) — &%) = 0 (4.12)
=1

E multiplicando essa mesma igualdade (4.11) por 1/pug >_7*; a;v?, temos:

P . . L 2
a; (v, 0(a) — %) + — av'll =0 (4.13)
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Pela definigao (4.10), com z = 0(«),
L(O(e),a) = f(&*) + ||¢9 = Ak||2+zaz —ei+ (v, 0(a) — &)
= f(&%) + ”9 — &F)? —i—Zal v, 0(a Zalel
1 .
~k - gt sk .
+ 5 ZZ:;ozl(v ,0(a) — %) ;a,e,
P 1 ee
Zaiv’ — Zaiei
i=1 i=1

sendo que a terceira igualdade é dada por (4.12) e a ultima por (4.13). Como

& € argmax min L(z, a) = argmax L(0(«a), ),
aEN,, TER™ €Ay,

concluimos que & é solucao do problema

S o

o que é equivalente a (4.7). O

max
aeApk 2,uk

Pk
+ Z ;€5 (4.14)
=1

Seguem agora alguns resultados associados ao problema estabilizado.

Proposicao 4.7. Considere o problema (4.2) e o dual (4.7), e seja py > 0.
Sejam zF 1 e & as solugoes dtimas de (4.2) e (4.7), respectivamente. Entao,
as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

Pk

(a) Oki1 =c + —Hka2 onde g = Zale“
1=1

(b) oF € Ofy(a*tT),

(¢) ex = (&%) — Fu@®+1) — L jo¥ |2,
[k

(d) % € 0., f(&%).

Demonstragao.
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(a) Como a folga de dualidade é nula, os valores 6timos de (4.2) e (4.14) sao
iguais, ou seja,

Pkl Bk R k2 posky L
fi(z )+2Hﬂf 7)° = f(2%) S

Pk 2
E ;v || — E Q;€;.
i=1 =1

O resultado segue diretamente de (4.3), da definigao de ¢ acima, e de ok,
dado em (4.6).

(b) A condicao de otimalidade de (4.2) é dada por
0 € Ofi(a") + pp(zF — %) < 0 € afy (aF 1) — oF

sendo que a tltima sentenga é valida por (4.6).

(c) Por (4.6), temos:

1 ~k
oot k= Lk ity = 120 (4.15)
Hi M

Pelo item (a) desta proposigao, por (4.3) e depois por (4.15),

1 ~k12
Er = 5k 1— — ||V
L 1
= (@) = fulab ) = EElab T — aM2 - o2
% 24,
= F(@*) = fu(a*T) — — 0",
Wk

conforme queriamos.

(d) Por (3.12), sabemos que f > f. Pelo item (b) desta proposicao, temos,

~ A A 1
f@) = fe(FHh) + (0%, 0 — 2F) + EHvkﬂz

— () + (0,0 — %) (f(i’“) et iu@ku?)
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Assim, pelo item (c¢) desta mesma proposicao,
flx) > f@") + (0%, 2 — 3*) — ey,
e o resultado segue da definicao de ei-subgradiente. O

Uma atualizagdo no algoritmo 4.2 pode ser realizada quando analisa-
mos a nova caracterizagdo do decréscimo nominal, dada no item (a) da
proposigdo acima. Pelo item (d) da mesma proposi¢ao, e lembrando que
o e-subdiferencial é fechado (conforme o lema 2.30), se {e} e {0*} ten-
dem ambos a zero, entdao {#*} deve tender ao minimo. Assim, o critério de
parada, dado no passo 5 do algoritmo 4.2, pode ser melhorado para:

er < tole e ||0¥] < tol,,

com tol. e tol, duas tolerancias dadas.

4.1 Agregacao

Veremos agora uma interpretacio do vetor ©%, definido em (4.6), relacio-
nando-o com uma técnica de limpeza do modelo denominada agregagdo.
Este mecanismo, responsavel por diminuir o niimero de elementos do feixe
(ou, equivalentemente, o nimero de fungoes afins que definem o modelo fk),
divide-se em duas fases: (i) a selecdo de pares (v',e;) do feixe que devem
ser descartados, e (ii) o agrupamento de tais pares descartados em um tnico
par, precisamente (0%, ¢},).

Esse par (@k,sk) conterd, entdao, um resumo de todas as informacoes
essenciais dos descartados que foram acumuladas até a iteracao k. A funcao
afim correspondente a ele, denominada linearizacdo agregada é dada por:

fa(2) = f(@F) — e + (0%, 2 — 2). (4.16)

Note que, embora cada par (v’,e;) do feixe original satisfaca v’ € 9f(z?),
nao ha um ponto conhecido x* para o qual oF € 9f (2?).

Proposicao 4.8. Considere a fun¢ao f, definida em (4.16). Entao,
(a) fo(x) = fk(wkﬂ) + (0%, — 2* 1) para todo x € R™.

(%) fa(@) < fur1(z) para todo © € R™.
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Demonstragao. (a) Pelo item (¢) da proposigao 4.7,
falx) = f(@%) —ep + (0%, 2 — 2
~ 1
= fu(@®h) + (0%, 2 — &%) + —||o"|?
k

= 1
= n@“5+<wﬂ—@hw—w>
o

= (@) 4 0k, — 2R,
sendo que a tltima igualdade é dada por (4.6).
(b) Pelo item (b) da proposicao 4.7,
fu(z) > fru(@®Y) + (0%, x — 28T1) para todo = € R™.

Com isto, e pelo item (a) desta proposicio, temos que f(x) < fr(z) para
todo € R™. O resultado segue do fato de que fi(z) < fr+1(x) para todo
r e R™ O

Existem diversas possibilidades para a escolha dos pares (v, e;) a serem
descartados do feixe. Podemos escolher, por exemplo, os mais antigos, pois
estes tendem a ser menos importantes para o modelo. Também é possivel
escolhermos todos os elementos do feixe, conforme veremos na secio 6.1. E
claro, no entanto, que escolhas distintas de pares resultam em velocidades
de convergéncia diferentes. Considere agora o conjunto de indices

I ={i: (v’ e;) nao foi descartado do feixe}.

Entao, o modelo pode ser reescrito naturalmente como
Fisr(w) = max { F@*1) + max { = e; + (@ = D)}, fale)f. - (417)
1€

Observe que tal modelo continua sendo uma aproximacao da fungao ob-
jetivo que nao permite cortes em sua epigrafe. Finalizamos essa se¢ao incor-
porando no passo 9 do algoritmo 4.2 a realizacao da agregagao. No algoritmo
abaixo, deve-se considerar que na iteracio k ha pj, elementos (v?, e;) no feixe.
Ademais, definimos ppa.x como o tamanho méaximo do feixe permitido.

Algoritmo 4.9. Agregacdo no Método de Feize

a) Sejam ppax > 0 e vP+D) = y(gh+l),
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b) (Teste de compressao) Se px > Pmax, €ntao:
1. Selecione dois ou mais pares (v',e;) para descartar.
2. Agrupe tais pares em (vP*,ep, ) = (0%, er).

c) (Atualizacao do feixe) Agrupe (vP*+1) ¢, 11) no feixe com

. . |0, se 0 passo ¢ sério,
PEELT p(aR) — (f (k) + (ML 2k — 2*F1)) | se o passo é nulo.

d) (Atualizagao dos erros de linearizagao) Se o passo ¢ sério, faca:
ei = e + f(@H) — f(@F) — (0, =), i=1

e) Mude de pjy, para p(;) e construa frs1 conforme (4.17).

4.2 Atualizacao do Parametro de Penalizacao

Nesta secao veremos como atualizar o parametro p do problema estabili-
zado (4.2). Para isso, considere a reqularizagio de Moreau-Yosida de f em
um ponto x € R", isto é,

F(e) = min f(2) + 52 — all”, (4.18)

sendo que p > 0. Essa regularizacao possui propriedades interessantes
[HUL93b, teorema XV.4.1.4]: é convexa, finita em todo lugar e diferencidvel,

com gradiente
VF(z) = p(z - p(z)) (4.19)

sendo que p(x) é o ponto prozimal de x, ou seja,

plx) = argmin f(2) + £z - o]
zeR"

Além disso, VF'(-) é globalmente Lipschitz continua. Observe que p(x) é o
unico minimizador, e que pela condi¢ao de otimalidade do problema (4.18),

0 € f (p(x)) + plp() — ) = p() = & — i (4.20)

onde v € df(p(x)). Logo, VF(x) = p(x — p(x)) € df(p(x)). Sabe-se, ainda,
que (3.2) é equivalente ao problema

minimizar F(z) sujeito a = € R, (4.21)
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no sentido de que um minimizador de (3.2) também é de (4.21) [HUL93b,
teorema XV.4.1.7].

Como a regularizagdo de Moreau-Yosida ¢é diferenciavel e possui gradi-
ente Lipschitz continuo, é razoavel o uso de informagao de segunda ordem
para a sua minimizacao. Considere entdo o método quase-Newton aplicado
em (4.21), isto é,

g = 3% — MV E(ER), (4.22)

onde M}, é uma matriz simétrica definida positiva atualizada a cada iteracao.
Restringindo M}, a um multiplo da identidade, isto é, tomando My = ul,
com gy > 0, e considerando a equacao secante dada por

My (251 — &%) = VF(aFH1) — VF(3F),

temos a atualizacao de uy feita pela forma de quadrados minimos, pois com
tal My, a equagao acima pode nao ser obedecida com exatidao. Assim,

2

Pl = argmin% H E (VE@EFY) — V(%)) — (2% — &%) (4.23)

n>0 o

Pela condicao de otimalidade de (4.23),

(= (VPG = VFEH) = (31 = 34). (VR = VFEH)) = o

Portanto,
__ IVFEMY - VE@E)|?
Pl = (G F(GH1) — VE(F), 61 — 2FY
Considere o método de feixe utilizando o problema estabilizado (4.2) em

uma iteragdo cujo passo é sério. Conforme vimos em (4.6), isso pode ser
interpretado como uma maneira de computar o ponto proximal, isto é,

(4.24)

k1 kel oak Lo

p(&*) ~ & =2
sendo que . 3
0~ VE(3"%) = p(3 — 2" € 0fi(@H),

onde F}, é a regularizacio de Moreau-Yosida do modelo fk O passo acima,
por sua vez, pode ser visto como um passo do tipo (4.22), com My = pyl.
Assim, a atualizacdo do parametro de penalizagdo pp do método de feixe
pode ser dada exatamente por (4.24).
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No entanto, por (4.19), para computar VF(2*T1) necessitamos calcular
primeiro p(i’kﬂ). Ao invés disso, considere uma situagdo oposta, isto é,
encontrar z¥*1 tal que #¥T! = p(zF*1) [LS97]. Para isso, tome em (4.20),

r = 28 p(x) = 28 v = 0F e u = py. Entdo,

R 1 R 1.
G Rl gkl oy kel gkl | gkl

Hi HE

com OF T = g (2FF1 — 2FH1) = VF(2F1). Logo, substituindo tais termos
em (4.24), temos:

z

_ [oF T — o2
it = TGRAT 5k GRHT — gk 11/ (0F L — o))
N 1 B 1 <,[)k+1 _ ,[)k’:i,k-l-l _ :i'k>
P+ [k [|[ok+L — ok |2

Essa ultima igualdade serd, portanto, utilizada no passo 8 do algoritmo 4.2.

4.3 Analise de Convergéncia

Terminamos o assunto enunciando a convergéncia do método de feixe que
utiliza o dual do problema estabilizado (4.2) e uma tolerancia tol = 0 (ou,
equivalentemente, tol. = tol, = 0). Considere

Kg = {k: o passo dado na iteragdo k é sério}.

H4 duas possibilidades para a seqiiéncia de passos sérios {#*}1.¢ Kg, conforme
veremos nos teoremas 4.11 e 4.12. Antes, definimos f, = limgexg f (&%) e
consideramos o seguinte resultado:

Lema 4.10. Considere o algoritmo 4.2 e suponha que fy > —o0. Entdo,
A1y
S b < f@) = f
m
keKg

Demonstracdo. Tome um k € Kg qualquer. Como #F+1 = ght1

F@Y) = F@M) = £@8) — f@) = mépa. (4.25)

Seja £ o indice sucessor de k em Kg. Como entre as iteragoes k e £ ocorrem
apenas passos nulos, temos que ¢ = 25+ para todo i =2,....4 — k. Em
particular, 2¥*1 = 2¢. Com tal fato e por (4.25) (note que £ € Kg), temos

fEMY — FEY) = £(@5 = F@ETY) > mé.

, temos
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Portanto,
ST (FEN = fE) =m > 6 e fEY = fozm Y] G,
keKg keKg keKg
conforme queriamos. O

Teorema 4.11. Considere o algoritmo 4.2 com tol = 0 e a realizacdo da

agregacao dada mo algoritmo 4.9. Suponha que f, > —o0 e que o método

gera infinitos passos de descida &F.

1
(a) Se Z — = +oo, entdo {2*} € uma segiiéncia minimizante.
keKg
(b) Se{l/ur} € limitada superiormente em Kg e se a hipdtese 3.9 € vilida,
entdo a seqiiéncia {2*} € limitada.
(c) Se as condigoes de (a) e (b) sao simultaneamente satisfeitas, entao a

seqliéncia {ik} tem um ponto de acumulacdo que € dtimo.

Demonstracao.

(a) Seja k € Kg. Entao, para qualquer x € R™,

Hx—j:kﬂHz — Hx—a:kHHz

= |lz — &" + 2% — 22
= ||33 — ;ﬁkH2 + 2<33 _ i‘k,ﬁjk o ﬂjk+1> + ij o $k+1H2
kH2

2 bl
M

[0

2
= ||x—:%’f\|2+ﬁ<@’ix—f’“>+ (4.26)

onde a ultima igualdade é dada por (4.6). Além disso, pelos itens (a) e (d)
da proposicao 4.7, temos:

fla) = f@*) + (0%, 2 — i*) — e

. . . 1.
> f(2F) + (0%, 2 — &F) — 60 — %‘|Uk”2a

. . ~k 1|12 9 .
o=+ I5h < 2 (1) - 6+ 8.
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Substituindo esta ultima desigualdade em (4.26), temos:
. . 2 .
Iz = &P < flo = M 4 (£(2) = S@) + G
Suponha agora, por contradicao, que existem y € R™ e n > 0 tais que

fly) < f@* —n para todo k € Kg.

Entao, por (4.26) com x = y, obtemos:
. R 2
ly — 117 < Jly — &*)1% + o Cren =),

Considere aqui que Kg = {ko, k1,...}, com kg < k1 < .... Pelo lema 4.10,
{0k } ek tende a 0. Portanto, existe ¢ tal que

b i n
ly = 282 < ly — 2812 - —

i

para todo i > /. (4.27)

Observe que, para todo i > £, temos

1
iy ~k
0 SZ”y—xﬁl”z < ZH?J—%”Q—nZM—k

0<j<i 0<j<i e<j<it™i

ks . 1
& 0 < fy—dh TR < fly—ahr-n ) —,
e<j<il's
pois #kit1 = #F6+1) para qualquer i > 0. Assim, somando-se as desigualda-
des de (4.27) em KgN{k: k> k¢} e utilizando a hipdtese deste teorema,

N 1
o<y n Y e,
ko<kekg HF

o que é um absurdo. Logo, {2*} é, de fato, uma seqiiéncia minimizante.

(b) Seja k € Kg. Entao, para qualquer x € R",

_£k+1H2 — ”x_xk+1H2

[k
= |lz — &* + 2% — 22
= ||33 — ij2 + 2<33 _ i‘k,ﬁjk . ﬂjk+1> + ij . $k+1H2
[l

. 2 .
= |z —&"P+ = (0,2 - 2*) + : (4.28)
1k 13
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onde a tltima igualdade é dada por (4.6). Além disso, pelos itens (a) e (d)
da proposicao 4.7, temos:

fl@) = f@*) + (0%, 2 — i*) — e

> F(E0) + (05,2 — &%) — By — ——

AkH2
24, ’

o
em outras palavras,

2 I 2 "

= < = (fl@) = @) + ) -
m 1T -

Substituindo esta tltima desigualdade em (4.28), temos:

ok, x — %) +

lz — #*FH* < |z — 2%)* + 2 (f(rv) — (@) + 5k+1> : (4.29)
1k

Pela hipotese 3.9, existe x*, um minimizador de f. Considere z = z*

em (4.29). Entao,

26
2% — 2F Y12 < ||a* — 2|12 + Tkl para todo k € Kg.

Considere agora Kg = {ko, k1, ...}, com ko < k1 < .... Como #Fit!l = (G
para todo ¢ > 0, temos, para qualquer ¢ > 0,

Ok,
% ~kit12 x ka2 i+
xr —x < xt =M+ 2 —
> | | > | > o

0<j<i 0<j<i o<j<i MR
NIEREID) -k Ok;+1
& [ L A A D
0<j<i Hki
* _ aki1)2 % _ ~kol)2 Ok+1
= lo* — 22 < ot - aRo|2 42y S
kekg Mk

A hipétese de que {1/} é limitada em Kg, juntamente com o lema 4.10,
implica que a série ) ;. Op+1/px ¢ convergente. Logo, [z — Rt ¢ li-
mitado para qualquer ¢ > 0 (ou, equivalentemente, para qualquer k; € Kg).
Logo, {#*}keks ¢ limitada.

(c) Pela hipétese (b), {#*} é limitada. Logo, existe uma subseqiiéncia
{#*} ek convergente a um ponto *. Pela hipétese (a), temos { f(2%)} — f..
Em particular, {f(#*)}rex — f«. Assim, pela continuidade inferior de f,

fo=lim f(@") > f(a*) > f.,

K3k—oo

e portanto f(z*) = f, ou seja, x* é étimo. O
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Teorema 4.12. Considere o algoritmo 4.2 com tol = 0 e a realizacdo da
agregagdo dada no algoritmo 4.9. Suponha que o método gera um ultimo
passo de descida &1, sequido de infinitos passos nulos {$k+l}k>kf. Suponha
ainda que as sequintes hipoteses sao validas:

(a) {1k }k>k, € ndo decrescente.

(b) Z HEg—1 — too.

5
K>k Mk

Entao, {5k}k>kf ¢ ndo crescente e tende a zero, e ¥/ minimiza f.

Demonstragao. Para todo k > kj, ik = #Fr. Assim, por (4.6),

lw = &F1 | = [l — &%
2
= ||lx — 2FH! ivk
Mk
k|2
= ||z — 2* 2 + [l iwk,x gk
pE ok
Pela igualdade (4.15), temos:
2
le — @512 = [l — 22+ 2 = a2 - = (0F, e — 2™, (4.30)
k
Defina agora
o(@) = F(#) = dea + Srllo = aF 1) (4.31)

Entao, por (4.3),

f Fok A Fk
(p(x) = fk(xk—l—l) + 7”mk—i-l o xk”2 + EHQ: - xk+1H2

~ 2
— fk(xk+1) + & <”x o (2'ka2 + —(f)k,az _ {L'k+1>>
2 ok

= Fe@* 1) + Ehle — &b |2 4 (0%, 2 — 1),

sendo que a segunda igualdade é dada por (4.30). Tome z = z¥2 em (4.31).
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Entao, pelos itens (a) e (b) da proposigao 4.8, temos:

. A k
P(aM42) = F(@h) = G + B a*H2 - ab 12

= Fulaht )+ ER 2 = b 2 4 (o, a2 g

— fa(l‘k+2) + %”ka _ i‘kf||2

x Mk .
< frpr (@12 + 7\\xk+2 — &k |2,

Pela primeira igualdade e tltima desigualdade acima,

. = . k
f(wkf) _ fk+1(xk+2) _ %kaw _ xkfuz < By — %”xﬂz _ xk+1”2 (4.32)

Pela defini¢io 612 dada por (4.3) e como #¥*+1 = 2%+ (pois k > k),

N 3 Hi+1 N
5k+2 — f(a:k'H) _ fk+1($k+2) _ 2+ ka+2 _xk+1H2

A 3 Uk A
< F@R) = Fra(ah2) = a2 = a7,

onde a udltima desigualdade é vélida pois {p tr>k ; € nao decrescente. Utili-
zando (4.32), temos

Ok+2 < Op41 — %”xkﬂ - 95k+1”2 < Ot (4.33)

Como tomamos k > k; qualquer, concluimos que {d; }r>k ; € nao crescente.

Provemos agora que {xk} k>ky é limitado. Mais precisamente, mostremos
kg

que existe r > 0 tal que z* € B(ﬁ:kf,r) para todo k > ky. Considere x =
em (4.31). Entao, pelo item (a) da proposigao 4.8,
P(#7) = Jula™*1) + EEflabr — b |2 4 (o, 3h — ah )
— fa(i‘kf) _ <@k’jkf _ $k+1> + <,[)k’jkf _ l‘k+1>
= fa(2Fr)
Sabendo que f,(x) < f(x) para todo z € R", temos:

A kA A
F(@7) = S + B ah — o2 < £(ab)

25]@—1—1 25kf . 9
.Z'k+1”2 S < =7,

& ||&kr — <
Kk kg
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sendo que a tltima desigualdade vem do fato de que {1/ux >k, € {0k br>k,
sao ambos nao crescentes. Logo, {xk}k>kf é limitado.

Mostremos agora que {5k}k>kf tende a 0. Para todo k > k¢, como temos
apenas passos nulos,

F@*) = f(@*1) < méjpiy
& (1=m)dp1 < —f(@) + f(@*) + g 1a
Pela defini¢do de decréscimo nominal (4.3),
(1= < () = Fulahh) — 2
< faP) = fr(a ) (4.34)
Sabemos que f(z*) = fi,(«¥) para todo k > k¢. Entao,
FE@) = fr@ ) = f@) + fi(@®) = f@®) = f(@®) (4.35)
Assim, de (4.34) e (4.35), temos:
0 < (1=m)dpr < f(@"h) + fiu(a®) = f(@¥) = (@),
para todo k£ > ky. Pela Lipschitz continuidade de f e de f&, temos:
(1- m)2513+1
L2

para todo k > ky e para algum L > 0. Substituindo essa desigualdade
m (4.33), temos:

+1) |l‘k+1 —i‘k||2

0< (1 =m)dppr < Llja"*t —a¥|| = —[|l2"* —aF|? < -

(1 - ) Mk5k+1
512 < Ok — Okt
Somando-se tal desigualdade em k € K, temos:
(1-
T Z Mk5k+l < Z 5k —5k+1) < 5kf < +00.
k‘>k‘f k)>k)f

Pelo item (a) da proposicao 4.7, e < 641 para todo k > ky. Utilizando-se
esse fato e pela hipétese (a) deste teorema, € — 0 quando k — oo e

3 Bk < oo
k>ky Uk

Portanto, pela hipétese (b), {@k}k>kf — 0. Pelo item (d) da proposigao 4.7,
sabemos também que 9% € 0., f(#¥7). Logo, como 0., f(-) é fechado, temos
que 0 € Of(2%1), ou seja, #¥f é minimizador de f. O



Capitulo 5

Método de Subgradientes
e Convergéncia Ergodica

Neste capitulo, veremos uma forma de resolver problemas do tipo (1.1).
Conforme [SC96], no qual baseamos este texto, optamos por abordar aqui
problemas um pouco mais genéricos que (1.1). Mais especificamente, estu-
daremos uma maneira de resolver o seguinte problema:

Ax <b

rev (5.1)

minimizar (c,x) sujeito a {

onde ¥ é um poliedro nao vazio que corresponde as restrigoes “faceis”,
c € R A e R™" b e R™ e as restricoes de Ax < b sdo “dificeis”.
Refirimo-nos também a [Sho85, LL89, LPS99] para aprofundar a idéia que
veremos. Em particular, [LPS99] apresenta resultados para programacao
convexa em geral. Considere inicialmente a seguinte fungao lagrangeana:

U x R™> (z,7) — L(z,7) = (c,x) + (Az — b, ),

De maneira anédloga ao que vimos no capitulo 1, o problema (5.1) pode ser
escrito da seguinte forma:

inf sup L(z, 7).
me\llwzlg (’ )

Nesse caso, a relacao de dualidade forte é verdadeira, ou seja,
inf sup L(z,7) = sup inf L(z, 7). (5.2)

zevw >0 >0 zew

o6
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A fungao objetivo dual, denotada por f(7) = inf ey L(x,7), é 0 infimo
de funcgoes afins, e portanto é concava e possivelmente nao diferenciavel.
Logo, o problema dual

maximizar f(7) sujeitoa w>0 (5.3)

¢ um problema de otimizagdo nao diferencidvel do tipo (3.1), sendo que o
conjunto X dado em (3.1) é, nesse caso, R'"".

Como esse conjunto de restrigoes duais é simples, podemos usar o método
de subgradientes projetados, abordado na secao 3.3, para resolvé-lo. Con-
forme (3.10), o passo é dado por

7'1']'6—1—1 = PRT(TFk + tk’l)k),

onde v € 9f (%) e tx > 0 é o tamanho do passo. Mais especificamente, o
iterado 7F*t1 é determinado por:

7h Ll = max {(wk + tio");, 0}, (5.4)

7

para cada ¢ = 1, ..., m. Defina agora X* e II* como os conjuntos de solugoes
Otimas primais e duais, respectivamente. Defina também o conjunto

U(m) = argmin L(z,7) = {z € V: L(z,7) = f(m)},
zev
ou seja, o conjunto dos minimizadores do problema que define a funcao ob-
jetivo dual. Observe que como V¥ corresponde as restrigoes “faceis”, também
é facil obter um elemento de \I’(ﬂ'k) para algum 7*. A proposicdo abaixo

mostra, ainda, que o computo de um supergradiente de f em um ponto ¥
pode ser feito gratuitamente dado um ponto de ¥ (7*).
Proposigao 5.1. Seja zF € (7). Entdo,

P = Axk — b e af ("), (5.5)

Demonstracao. Para todo m € R™,

f(m) = Iml'g\lplL(w,ﬂ)ﬁL(xk,ﬂ)

= (c,z%) + (Az* — b, 71) + (AzF — b, 7%) — (AzF — b, 7F)
= f(@*) + (A" — b, — "),

onda a tltima igualdade é vélida pois z* € \I’(ﬂ'k) ou, equivalentemente,
f(7*) = L(z*, 7%). Logo, v* = Az* — b € 9f(n*), conforme querfamos. [
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Com isso, o problema dual pode ser resolvido pelo método de subgra-
dientes (projetados). No entanto, em muitos problemas, nao estamos in-
teressados apenas no valor 6timo da funcao objetivo. Queremos também
obter uma solugio 6tima primal z* € X*. Considere entdo 2z € ¥(n?). In-
felizmente, nao é verdade que x* — z* € X*, mas podemos construir {i*}
tal que #* — z* € X*. Tal {2*} é denominada segiiéncia ergddica, e serd
construida da seguinte forma:

k
ik = ZAivk$i’ onde (Aq g, ...,)\k,k)T €Ay ezt e U(r). (5.6)
i=1

para toda iteracao k. Observe que \;;, com i = 1,..., k, sao coeficientes de
combinacao convexa.
Podemos resumir agora as idéias do método com o algoritmo abaixo.

Algoritmo 5.2. (Método de Subgradientes com Convergéncia Ergddica)

Seja kmax 0 nimero maximo de iteracoes permitidas no algoritmo.
Tome 7! € R" e seja k = 1.

Caixa preta) Compute z* € U(7¥) e vF = Azk —b.

Combinacao convexa) Tome (Aq g, ..., )\kk)T € A} adequado.

Préximo iterado primal) Defina &% = Zle i k2t

Busca linear) Tome um passo t; > 0 adequado.

Préximo iterado dual) Seja 7721-”1 = max{(7F +tx0F);, 0}, Vi = 1, ..., m.

© 0 N oot N

(
(
(
(Critério de parada) Se k > kyax, pare.
(
(
(

Loop) Tome k = k + 1 e va para o passo 3.

Os passos 4 e 7 do algoritmo acima sdo explicados no teorema 5.3 abaixo.
Antes disso, defina, para todo k,
ik
t;

Yik = para todoi=1,....k (5.7)

e considere
Ayyp™ = max {%’,k - 'V(i—l),k}- (5.8)
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Teorema 5.3. Considere o algoritmo 5.2 com iterados ™ — 7 para algum

m* > 0. Se os tamanhos de passo ty, e 0s coeficientes de combinagdo convexa
ik sao escolhidos de modo a satisfazer:

(a) ik = Yi-1)k poara todo i =2,....k e todo k;
(b) Avy™ — 0 quando k — oo;

(¢) vk — 0 quando k — oo; e

(d) Yirx < & para todo k e para algum & > 0;

entdo qualquer ponto de acumulacdo x* de {Z*} ¢ um ponto vidvel. Ademais,
¥ e m sao, respectivamente, solucoes otimas primal e dual. Note que uma
condicdo que garante a existéncia de tal x* € que ¥ seja limitado.

Demonstracao. Note que a viabilidade do ponto dual 7* é dada por hipdtese.
Comecemos provando, entdo, a viabilidade primal de um ponto de acu-
mulacio z* de {2*}. Pelas igualdades (5.5) e (5.6), temos:

k k

b =) Ng(Azt —b) =D A’ (5.9)
=1 i=1

Além disso, por (5.4), vt < (7t — 7?); /t; para todo j = 1,...,n, e assim,

M=
| >

(A#F —b); < ER i+l gl
=1 v
k k—1
ALk 1, Ak ki Aik Aik i1
B AT P AP Ve
=2 i=1
k
Ak 1 Ak ket Nk A=D1k i
= ——7m. + —7; — 0 ? g
t1 i Ly i ZZ:; t; ti1 "
k .
= =y e = > (Yik — Va-1)k) T
=2
k
= kT ks = (Vik = Yi—nk) T+
=2
k
+ D (k= i) (77 =),
=2
= g =7+ (T =),
k
+> (k= W6-vk) (77 = 7). (5.10)

=2
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Sabemos que para todo € > 0, existe k suficientemente grande tal que

|m* — 7| < 2%, para todo i > k. (5.11)
Além disso, pela hipétese (b) deste teorema, dado £ < k,
€ . .
o/ Z |7* — 7| < 5 DPara k > k suficientemente grande.  (5.12)

Defina agora
k
Z (Vie = Vi-1)k) (7" = 7Ti). (5.13)
=L

Entdo, para todo k > k suficientemente grande, temos, pela hipétese (a),

12*] <

M-

(’Yi,k Y(i-1), )HW —7T”

=L

k

k
= Z (%‘,k Y(i-1), ) |7 — 7TZ” + Z ('Yi,k - ’Y(i—l),k) || — 7TZH
i={ i=k+1
k ' k '
< APaN =l + S (i — Yo g) It — 7
i=t i=k+1
3 e i
< 5 _f Z ’sz )k)
9 9
=3+ 5g (k= M)

onde a tltima desigualdade é dada por (5.11) e (5.12). Utilizando agora a
hipétese (d) deste teorema,

2% < g 25(%1@ Vi) < 25%1@ < 5 + 5 =
Como & > 0 é arbitrério, concluimos que z¥ — 0 quando k — co. Assim,
tomando-se £ = 2 na definicao de z*, temos que o dltimo termo da direita
de (5.10) tende a 0. Seja z* um ponto de acumulacio de {#*}. Note que se ¥
fosse limitado, entdo {#*} seria limitada e entdo existiria uma subseqiiéncia
convergente a x* € ¥. Tomando limite em (5.10) para k — oo e para cada j,

Az* —b < klim (mp(m* —7t) + Yo (T — ™).
— 00
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Assim, pela hipétese (c) e pelo fato de que 7F — 7*, temos também que

Az* < b, ou seja, o ponto de acumulagao z* é viavel.

Demonstremos agora a otimalidade dos pontos z* e 7*. Como f é
concava e linear por partes, pela proposicao 2.25, existe r > 0 tal que
df(m) C df(n*) para todo m € B(n*,r). Logo, como 7% — 7*, por (5.5),

existe k1 < k suficientemente grande tal que
(AzF —b) € Of(x*) C f (n) para todo k > k. (5.14)

Além disso, de (5.5) e (5.4), existe ko < k também suficientemente grande
tal que

k k
(wh 1 — k)

ﬂf >0 e fu;? = (A2¥ —b); = 0

se m; > 0. (5.15)

Defina k¥ = max{k, ko}. Entdo, para k > k', temos, por (5.8), que

0 < D ik = Mkt D V—nk T DYk = Vi-1)k)
i=1 i—2 i—2

k'—1

< 7kt Z Yik + Ay (K = 1).
i—1

/_
Aplicando recursivamente a desigualdade em Zlel Vi, temos:

K’ k-1
0 < D> vk < (K =Dmp+yp+00 Y (K —i)
i=1 =1

(K — 1)k

= e+ A

Pelas hipéteses (b) e (c), a desigualdade acima resulta que Zf;l ik — 0
para k — oo. Isso implica, por (5.7), que

Aik — 0 para todo i = 1,...,k" com k — oc. (5.16)
Mostremos agora que z* € ¥(7*). Seja k > k. Entao, por (5.14), temos:

f(m) < f(m*) + (Az® — b, — %), para todo m € R™.
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Em particular, a desigualdade acima vale para m = 7¥. Sabemos também
que z¥ € U(7*). Entdo:

f@®)y < f(@*) + (Azk — b, 7% — 7%)
e Lk %) < f(@*) + (Azk — b, 7F — %)
& (e, 2"y < f(n*) — (AxF — b, )
& LM ) < f(r),

onde as duas ultimas desigualdades sao validas por definicao da fungao la-
grangeana L. Ademais, por definicdo de f, temos:

f(r*) = inf L(z,7*) < L(2F, 7%),
eV

e assim conclufmos que f(7*) = L(z*, 7*) ou, equivalentemente, 2* € ¥ (7*),
quando k > k’. Por (5.6) e pelo fato de que ¥(7*) é convexo, conclui-se
também que ¥ € U(7*) para todo k, e portanto z* € U(7*).

Mostremos agora que as folgas complementares sao satisfeitas. Tome
77 > 0 para algum j = 1,...,n. Por (5.9) e (5.15), temos:

(Ai* —b); = ZAM _va + Z i g0

i=k'+1

— Z)\zkv + Z 2+1 ﬂ_i)j

i=k'+1 bi

k/
- Z Ai kU5 Y1)k (T — Wklﬂ)j + k(T =),
i=1
k
+ > ik = Y-k (7 —7);, (5.17)
i=k'+2

sendo que a tltima igualdade é vélida por analogia a (5.10). Veremos agora
que o termo da direita de (5.17) converge para 0 quando k — oo. Observe
que para k — oo, temos 7F — 7*, o primeiro termo de (5.17) tende a 0
por (5.16) e o tltimo termo tende a zero pois equivale & definigao (5.13),
com ¢ = k' + 2.

Falta-nos mostrar que 7(z/41)x — 0 quando k — oo. De fato,

0 <Yk — Vi-1)k < Ay ™ para todo i = 2,..., k.
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Como 71 — 0 e Ay — 0 quando k — oo pelos itens (c) e (d) deste
teorema, temos, em particular, que 0 < o ), —v1 1 < Ay implica o 1, — 0.
Um processo simples de inducao resulta que 7; ; — 0 para todo 4, inclusive

para i = k' + 2, o qual queriamos. Logo, quando 71; > 0, concluimos
que (Az* —b); = 0 ou seja, as folgas complementares sao satisfeitas. Isso
completa a demonstracao de otimalidade de 7* e x*. O

Mostraremos agora duas regras para escolha de tamanhos de passo it
e coeficientes de combinagao convexa A; ;. A primeira, abordada por Shor
[Sho85], faz uma média ponderada de pontos {z’}¥_, em cada iteracio k,
enquanto que a segunda, apresentada por Larsson e Liu [LL89], realiza uma
média aritmética dos mesmos.

Coroldrio 5.4. (Regra de Shor) Considere o algoritmo 5.2 com iterados

7% — 7 para algum 7™ > 0. Se os tamanhos de passo tj, sio tais que

k—o0

ty >0, Vk, lim tp =0, Y tp=-+o0, (5.18)
k=1

e o0s coeficientes de combinagdo convera \;j, sdo tais que

t.
Aik = -

, <~k 4.
Zj:l tj

Entdao m* e qualquer ponto de acumulacdo x* de {ﬁ:k} sao, respectivamente,
solucdes otimas primal e dual.

) para todo 1 = 1,...,k e todo k. (5.19)

Demonstragdo. O resultado segue do teorema 5.3. Para isso, verifiquemos
que as condigbes (a) — (d) sao verdadeiras. Pela defin¢ao (5.7) e por (5.19),
Nik I Aa-nk

Vik =T =% Ry
tz Zj:ltj tz—l

ou seja, a hipdtese (a) é satisfeita. A igualdade (5.20), juntamente com a
definigao (5.8) implica também que Ay*** = 0 para todo k, e a hipétese (b)
também é verdadeira. Ademais, Y >, ¢ = oo implica que v — 0 quando
k — oo, e em particular, por (5.20), y1 1 = Y&,k Para todo k, e assim vy j, — 0

quando k — o0, e as hip6teses (¢) e (d) também sao satisfeitas. O

= Y(i-1),, baratodoi=2,....k, (520)

Corolario 5.5. (Regra de Larsson e Liu) Considere o algoritmo 5.2 com
iterados ™F — 7 para algum 7 > 0. Suponha que os tamanhos de passo tj,
e os coeficientes de combinagdo convera \;j, sao tais que

1
t, € [bi—lck’ bi—zck] s Aki = 7> para todoi=1,...k etodo k, (5.21)
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com 0 <a; <ag,b>0ec>0. Para cada k, podemos também escrever

s para algum wy € a1, as). (5.22)

_ k

b+ ck’
Agora suponha também que a seqiéncia {wy} € ndao crescente. Entdo m*
e qualquer ponto de acumulacdao x* de {ﬁ:k} sao, respectivamente, solucoes
otimas primal e dual.

Demonstracdo. O resultado segue novamente pelo teorema 5.3, verificando-
se que as condigoes (a) — (d) sdo verdadeiras. Por (5.7) e pelas defini¢oes de
Ak em (5.21) de t; em (5.22), temos:

N )\ivk N b+ ci
’Y@,k a ti a w,-k:

, para todo i = 1,...,k e todo k.

Dessa forma,

b+cz_b—|—c(z—1):b+cz<1 1 >+ c (5.23)

Vik = V(i-1)k = ik w1k A Wi wi1)  wiik

para todo i = 2,...,k e todo k. Como {wy} é ndo crescente por hipdtese,
temos 1/w; — 1/w;—1 > 0. Além disso, como w;—1 > a; > 0, concluimos que
Yik — V(i—1),c > 0 para todo i = 2,...,k e todo k, ou seja a hipétese (a) do
teorema é valida. Ademais, quando k — o0,

_bFek _ b e b e ¢

b+c
_ N =
wrk wrk w7 a1k al a1

Mk = 0 e Vi ko =
wlk

isto é, as hipdteses (c) e (d) também sao verdadeiras.
Mostremos agora que a hip6tese (b) é satisfeita. Defina inicialmente

ik = argmax {Y; k — Y(i—1)k } -

1=2,...,

Pela definicao de Ay;"** dado em (5.8) e por (5.23),
Ay = ma é<i— ! )+ ‘ +C—i<i— ! >
T N i:2,..).(,k k wj Wi—1 w,-_lk k wj Wi;—1

bs 1 1 c cip /1 1
- () 5
E\w;, — wi—1 wi—1k ok \wi,  wi—1
Por conseqiiéncia da hipétese (a), Ay > 0 para todo k. Entao, basta
provarmos aqui que limsup_ ., Ay = 0. Observe que pela limitacao

de wyg, temos:

b <L _ > —0 e < o
k Wiy, Wi, —1 wik_lkr
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quando k£ — oo. Defina

. Cig < 1 1 >
yp=—(—— :
E\wiy,  wig—1

Considere uma subseqiiéncia K de indices tal que {y }rex — limsupy_, . Y-
Se {ix }rer € limitada, entao, {yx}rex — 0 quando k — oo. Do contrério,
tome K’ C K tal que {ix}rerx’ — +00. Nesse caso, observe que como {wy}
é nao crescente e limitada por baixo, {1/wj;, — 1/wi, —1}kex — 0. Logo,
{yr trerx’ — 0 e pela definicao de K, limsup,,_, ., yx = 0. Concluimos dessa

forma que lim supy,_, ., A" = 0, o que completa a demonstracao. ]

A proposigao 5.6 abaixo mostra que a regra para a escolha do tamanho
de passo t; de Larsson e Liu (coroldrio 5.5) é um caso particular da regra de
Shor (corolario 5.4). Quanto aos coeficientes de combinagao convexa A; j, a
regra de Larsson e Liu é considerada mais razoavel que a de Shor, pois como
limg o0 tx = 0, essa tltima regra atribui pesos grandes para z! € U(7?)
gerados nas primeiras iteragoes.

Proposicao 5.6. Se os tamanhos de passo ti sdo definidos por (5.22),
entdo, as condigoes (5.18) sao verdadeiras.

Demonstragdo. Como wg,c > 0 e b > 0, claramente temos que t; > 0 para
todo k. Além disso,

lim ¢, = lim Wk _
k—>ook_k—>oob—|-cki_

Ademais, sabendo que t = wi/(b+ ck) > wi/[(b+ ¢)k| para todo k, temos:

00 1 oow a 00 1 00
k 1

E t > E — > E — = = E t, = .

k—lk_b+ck—l k _b+ck—lk e k=1 ’ e

Logo, os tamanhos de passos t; definidos no corolario 5.5 satisfazem as
condigoes (5.18). O

Os tamanhos de passo tj, definidos no corolario 5.5 seguem a estratégia de
relazagao quase completa, dado por Dem’yanov e Vasil’ev [DV85, segao 3.4].
Tal estratégia induz a convergéncia do método de subgradientes definindo
previamente duas seqliéncias {¢, } e {tx} com t;, < tj para todo k, com ambas
as seqiiéncias (salva-guardas) satisfazendo as condigoes (5.18). Supondo que
t, é gerado na iteracdo k, o tamanho de passo t;, usado serd dado por

i = Py, 7 (tk)-

Pode-se mostrar que a seqiiéncia {t;}, por sua vez, também satisfaz as
condigoes (5.18). Assim, obtemos dinamicamente (isto é, durante o pro-
cesso do algoritmo) tamanhos de passo que satisfazem (5.18).



Capitulo 6

Algoritmo do Volume

O capitulo anterior aborda uma maneira de resolver problemas do tipo (1.1),
utilizando o método de subgradientes em conjunto com seqiiéncias ergodicas.
Veremos agora uma outra forma, denominada algoritmo do volume (VA).
Esse método é uma extensao do método de subgradientes, que produz uma
aproximagao de solucao primal enquanto se resolve o dual. Considera-
mos ainda duas de suas modificacoes: VA revisado (RVA) e VA com wva-
riagao do alvo (VA+VTVM). Neste capitulo, discutiremos tais técnicas
fundamentando-se em [BA00, BMS02, SL04].

Conforme vimos no capitulo 1, o problema dual (1.5) é de maximizagao
irrestrita de uma funcdo f concava nao necessariamente diferenciavel em
todos os pontos. Assim, uma solucdo 6tima dual serd obtida através da
geracao de iterados com busca de possiveis direcoes de crescimento e de
tamanhos de passo. Por outro lado, uma solucao étima primal sera obtida
estimando-se o volume associado as faces ativas das restrigoes “dificeis”, o
que justifica 0 nome do algoritmo. Veremos a seguir detalhes disso.

Este capitulo estd dividido em trés partes, na qual abordaremos o VA
original (secao 6.1), o RVA (secao 6.2) e o VA+VTVM (segao 6.3).

6.1 Algoritmo do Volume Original

Analogamente ao capitulo 5, definimos o conjunto

(7)) = argmin L(z, %) = {:E eV: L(z,n") = f(wk)},

eV
com L(z,7%) e f(7*) especificados respectivamente em (1.2) e (1.4). Con-
forme a proposicio 5.1, se z¥ € U(r¥), entdao Az* — b € df(7¥). Em outras

66
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palavras, um supergradiente de f em 7* é diretamente obtido depois que
o problema mingcy L(z, 77’“) é resolvido. Note que quanto mais simples é o
poliedro ¥, mais simples serd resolver tal problema.

Os supergradientes fornecidos pela caixa preta sdo representados aqui
por v* = AzF — b, com zF € U(7F). Assim como o método de feixe, o
VA gera pontos candidatos 7% e centros de estabilizacio 7*. Além disso,
um candidato a direcao de crescimento nao serd dado simplesmente por v*,
mas por combinagoes convexas de elementos de {v* ?:0’ indicados por wF.
Denotamos também z* como uma combinacio convexa de pontos de {x* ?:07
que serd usada para aproximar solugoes primais. A estrutura do algoritmo

original é dada a seguir.

Algoritmo 6.1. Algoritmo do Volume

1. Sejam tol,, e toly tolerancias dadas e 70 € R™ o ponto inicial.

2. (Caixa preta) Compute 2° € ¥(7?), f(7°) e v° = Az® —b.

Pzl =9 a1l =x0 ek =1.

(C, Zk> — f(ﬁ-k)
f(#&F)

3. (Inicializagao) Sejam z

4. (Critério de parada) Se ||w*|| < tol, e < toly,
entao pare.

(Busca linear) Tome um tamanho de passo t; adequado.
(Atualizacao do candidato) Faca 7% = #% + t,w*.

(Caixa preta) Compute zF € U(7), f(7*) e v* = Az* —b.

(Teste de crescimento) Se f(7*) > f(7*):
Entao faca #%+1 = 7F (passo sério).
Sendo, #Ft1 = #* (passo nulo).

© N o o;

9. (Atualizacao de vetores) Dado um pardmetro 0 < oy < 1, defina

= oz’ 4+ (1 — ap) 2",

= o v® + (1 — oy ).

Zk—i—l

,wk+1
10. (Loop) Faca k = k + 1 e va para o passo 4.

Duas questoes sobre o algoritmo 6.1 devem ser levantadas. A primeira
estd relacionada aos tamanhos de passo, requeridos pelo passo 5. O VA
original especifica a escolha de t; usando a versdo de (3.9) para fungoes
concavas, ou seja,

UB — f(z"1
L () 63
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onde UB é um limitante superior do valor 6timo de (1.1) e para algum 3
e B, tem-se 0 < B < 3 < 3 < 2. Porém, tal escolha pode ser substituida
por algumas condicoes semelhantes s enunciadas no teorema 3.11. De fato,
algumas condigoes serao usadas para que o estudo de convergéncia do algo-
ritmo seja possivel, conforme veremos no teorema 6.13 da secao 6.2.

A segunda questéo se refere ao parametro «y utilizado no passo 9 como
um coeficiente de combinagoes convexas. Antes de verificarmos como se

escolhe oy, considere o seguinte resultado, que relaciona os pontos zF e w”:

Proposicao 6.2. Considere as seqiiéncias {zF} e {w*} geradas pelo algo-
ritmo 6.1. Entdo w* = AzF — b para todo k.

Demonstra¢ao. Provemos por inducao em k. Para k = 1, basta considerar-

mos as definicoes de w', v¥ e 2!, ou seja,

w =" = A20 — b= A2t — 0.

Suponha agora que a igualdade é valida para uma iteragao k > 1. Provemos
que ela é verdadeira para k + 1. Por (6.2), pelo fato de que v* = AzF — b
por definicéo, e pela hipdtese de inducao, temos:

k+1 k

w = ot + (1 —ap)w
= ap(AzF —b) + (1 — ap)(A" —b)
Alogz® + (1 — ap)2®) — aph — (1 — oy )b
Azk—i-l —b,

sendo que a terceira igualdade é valida devido a linearidade de A e a ultima
pela definigao (6.1). O

Dessa forma, a idéia béasica é escolher «jp de modo a tentar atingir a
viabilidade primal, ou seja, de modo que w* = AzF — b ~ 0. Considerando
a proposicao acima, temos, por (6.2), que

k+1

argmin || AzFT1 — b = argmin ||w* || = argmin ||av® + (1 — a)w®||.
[e% (6% (6%

Com isso, podemos descrever o algoritmo para obtencao do parametro g
da seguinte forma:
Algoritmo 6.3. Escolha de oy no Algoritmo do Volume.

(a) Seja o) €10, 1] um limitante superior e ¢ € |0, 1[ uma constante.

(b) Compute & = argmin,, ||av® + (1 — a)w||.
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(¢) Se a > 0, entao faca aj = min{a, «
Senao, faca aj, = o /10.

max
k .

(d) Se depois de um certo niimero de iteragoes, a funcao objetivo dual nao

cresceu suficientemente, faga oj’?7 = ca™*.

5 max __ max
Senao, faca oY = a;

O passo (d) do algoritmo acima é realizado com o intuito de aumentar a
precis@o da solugao primal. Ademais, dizer que k é um dos ltimos iterados
equivale a dizer que estamos préximos de atingir o critério de parada dado
no passo 4 do algoritmo 6.1. Observe que tal critério visa nao apenas a

viabilidade primal, mas também a otimalidade dual.

Verifiquemos agora que, de fato, w* e zF sdo combinacoes convexas dos

elementos de {v'}k_ e {2'}F_;, respectivamente.
Lema 6.4. Para qualquer k > 1, considere os coeficientes:

k

Ma=p—; [ A=ay),  i=0,..k, (6.4)
j=k—it+1

onde ap =1 e Hif:jb(l — o) =1 se jr < j;. Entao:
(Ak,0s s )\kk)T € Ak, para todo k.

Demonstragao. Como o € [0, 1] para todo j, claramente temos que A;; > 0
para todo i =0, ...,k e todo k. Além disso,

k

k k
Z)\k,i = Z@k—i H (1 —ay)
i=0 i=0

j=k—it1
= o+ Oék_l(l —ag) + Oék_g(l — ak_l)(l —ag) +

k
oo [J(1-ay)
j=1

= o+ (1 — Ozk> (Oék_l + (1 - Oék—l) (Oék—2 + (1 —ag_2)(... O‘O)))

= ap+ (1—ag) (k-1 + (1 — k1))
= 1.

Logo, (Ak,0, - /\k7k)T € Ay para todo k, conforme querfamos. O
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Lema 6.5. Considere as seqiiéncias {z*} e {w*} geradas pelo algoritmo 6.1,
respectivamente em (6.1) e (6.2). Entdo,

k k
Zk+1 _ ZAk,i$k_i e wk-i—l _ Z)‘k,ivk_i
=0 =0

para todo k, onde A ; € definido em (6.4).

Demonstragdo. Provemos por inducéo em k o resultado para z¥. Para k = 0,
temos 2! = )\070330 = 2. Suponha entdo que a igualdade vale para um k > 0
e demonstremos para k + 1. Observe inicialmente que

k k+1
Mooy = m—is1 || (=) e Aprnyi=aw—inr |] (1—ay),
j=k—i+2 j=k—i+2
o que implica que Agi1); = Api—1)(1 — agg1). Além disso, pela de-
finicao (6.1) e por hipétese de indugao,
k
2k+2 = ak+1xk+1 + (1 — Oék+1) Z )\k’ixk_l
i=0
k+1
= ak+1xk+1 + (1 — Oék+1) Z )\k’(i_l)xk_l—i_l
i=1
k+1
— a4 (1 —Oék+1)z+: Alk+1).i =it
=1 (1 — agq1)

k+1
B k—it1
= Z A(k=1),iT ,
i=0

sendo que a ultima igualdade é valida pois A(x11)0 = k41, € isso completa

k

a prova. Note que a demonstracao do resultado para w® é andloga. ]

Proposicao 6.6. Os pontos w* e 2, gerados pelo algoritmo 6.1, sdo com-
binagoes convezas dos elementos de {v* ?:0 e {x’}fzo, respectivamente.

Demonstracao. Segue diretamente dos lemas 6.4 e 6.5 anteriores. O

Conforme veremos no capitulo 7, o VA original apresenta bons resulta-
dos numéricos. No entanto, sua andlise de convergéncia nao foi realizada
em [BAOO]. De fato, em tal texto, a escolha de aj no passo 9 do algo-
ritmo 6.1 nao é necessariamente dada pelo algoritmo 6.3. Assim, conside-
rando o = « fixo para todo k, podemos obter exemplos de nao-convergéncia
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primal do VA. Finalizamos essa secao com o seguinte exemplo, o qual foi
adaptado de [SLO04, segao 2|:

r>1

reV={reR:0<z<2} (6.5)

minimizar x sujeito a {

Observe que esse problema é do tipo (5.1), sendo que A = —T e b = —1.
Assim, o problema dual pode ser assim escrito:

maximizar f(7) sujeitoa 7 >0,
onde f(m) = min{x + (1 —z)m: 0 < 2 < 2} e cujo gréfico é dado abaixo.

f(m)
1heceaoaoo

[RE N -

2\:7{'

Figura 6.1.1: Nao-convergéncia primal do VA: gréafico da funcao dual.

0

Observe que o valor 6timo e o ponto étimo do problema sao iguais a 1.
Considere ay = « para todo k, com a € [0,1], UB=1,7"=0e0< 3 < 1.
Mostraremos que zF = 0 para todo k e que limj_.o 7 = 1, 0 que indica
convergéncia apenas no espaco dual. Note também que se 7% € [0, 1], entao
zF = U(7F) =0 e v* = A2z¥ — b = 1. Assim, para concluirmos que z* = 0
para todo k, basta mostrarmos que 7% € [0, 1] para todo k.

A demonstragao sera feita por indugdo em k. Considerando k = 0,
sabemos que 7 = 0 € [0,1]. Suponhamos entdo que 7 € [0, 1[ para todo
i =0,...,k e mostremos que 7Ft! € [0,1[. Observe inicialmente que, pelo
lema 6.5,

k
Wt = Z)\kﬂ,vk—i,
i=0

onde (Ax,0, .- )\kk)T € Agy1. Comov! =1 paratodoi =0, ..., k (pois 2* = 0
para todo i = 0, ..., k), temos que w**t! = 1. Note também que 7* € [0, 1]
quando f(7*¥) = 7%. Com esses resultados e considerando o tamanho de

passo dado por (6.3), temos no nosso exemplo que ty; = B(1 —7F) e

T =R g0t =7 4 B - 7)) = B+ (1 - B).
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Como 7 € [0,1] e 0 < B < 1, conclufmos que 7*T! € [0,1[, conforme
queriamos. Logo, a convergéncia primal nao é estabelecida.
Mostremos agora que limy,_,o 7% = 1.

L= - p)at
= B+(1-B)B+ (-8
= B+B(1—p)+(1—pB)>r" !
= B+B1-B)+B(1-8)>+..+81-p)"

k
= B (1-8)
=0

— __(1 . ﬂ)k-ﬁ-l

™

O resultado segue tomando-se £ — 0o e lembrando que 0 < 3 < 1.

E interessante notar que nesse exemplo, o primal nao converge ao étimo
porque os pontos duais atingem apenas os valores correspondentes a face da
esquerda do grafico da fungao dual f (veja novamente a figura 6.1.1).

6.2 Algoritmo do Volume Revisado

Algumas modificagoes no VA podem ser feitas de modo a ser possivel in-
terpreta-lo como um método de feixe. Essa técnica, denominada algoritmo
do volume revisado (RVA), obtém o coeficiente de combinagao convexa ay,
basendo-se num modelo da funcao objetivo dual. Mostra-se também que
ele pode ser visto como um método extra-gradiente. Nesta secao, mos-
traremos essas alteracoes, realizadas no algoritmo 6.1, e analisaremos sua
convergéncia, fundamentando-se em [BMS02].

A primeira modificacdo que veremos é a adigdo de um novo ponto, defi-

nido recursivamente como em (6.1) e (6.2): p' =7 e

pk+1 - Oékﬂ'k + (1 — ak)pk’ para todo k£ > 1. (6'6)

Analogamente & proposicdo 6.6 e ao lema 6.5, concluimos que p*F é uma
combinacao convexa dos pontos de {772}?:0, e, para todo k > 1,

k
PP+l = Z At
i=0

Como resultado, mostramos na proposicao abaixo que w*, definido em
(6.2), pode ser visto como um supergradiente aproximado de f em pF. O
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RVA usa, portanto, um ei-supergradiente que nao é computado no iterado
7%, mas em um ponto extra p*. Por tal aspecto, consideramos que o algo-
ritmo pode ser visto como um método extra-gradiente [SS99]. Além disso,
dizemos que o passo realizado no item 6 do algoritmo 6.1 é “inexato”.

Proposicao 6.7. Considere a seqiéncia {e} tal que e1 = 0 e para todo
k>1,
- k k k k
k1 = a(l — ag) (V" —w" p" —77) + (1 — ag)eg. (6.7)

Entao, para todo k, e, >0 e
wh € 0., (). (6.8)

Demonstra¢ao. Provemos por inducao em k. Para k = 1, temos, por de-
finicdo, e1 = 0. Além disso, como w' = 0% € 9f(7Y) e p' = 7Y, temos que
w' € O, f(p'). Suponha agora, por hipétese de inducio, que os resulta-
dos sao validos para k > 1. Provemos inicialmente que ;1 > 0. Como

ok € of(7F),
f(m) < f(@®) + @k, o — 7k, para todo m € R™. (6.9)
Pela hipétese de inducio, temos também que w* € O, f (p*), isto é,

f(m) < f(*) + Wk, m —p*) + e, para todo m € R™. (6.10)

k

Assim (6.9) e (6.10), com 7 = p¥ e © = ¥, respectivamente, temos:

FOF) < f®) + 80" = 7%y e (") < fO8) + (what = pF) te

Somando-se as desigualdades acima, temos:

k _k k
, T _p>S€k

Wk —w
Logo, por (6.7) e pela hipétese de indugao,
ehs1 = —op(1 — o)er + (1 — a)e = (1 — ag)’ep, > 0.

Provemos agora que w**1 € Ocpir [ (p**+1). Tomando-se uma combinagao
convexa das desigualdades (6.9) e (6.10), temos:

Fm) < an (FE) + 8 m =) ) 4+ (1= an) (£09) + (whm =) + )

= apf(r") + (1 —an) f*) +
4+ ap(f,m =P+ (1 — o) (W, 7 —pF) + (1 — ap)en.
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Pela concavidade de f, temos, ainda:

@) < flaem® + (1= ap)p®) + (apv® + (1 — ap)w®, 7)
—ap(F, 7)Y — (1 — ag) (wF, p*) + (1 — ag)ey,
= FO"Y 4 @M ) — (apo®, 7)) = (1= ar)w® pF) + (1 - ap)er
_ f(pk—i-l) + <wk+1’ﬂ_ _ pk+1> + <’wk+1,pk+l>
— (g™, ) = (1 = ag)w®, pF) + (1 — ap)er, (6.11)

onde a primeira igualdade é dada por (6.2) e (6.6). Por (6.7), temos:

epr1 = ax(l— ak)@k — Wk, pF — 7Tk> + (1 — ag)ex

(et®, (1= o) (0" — 7)) + (1 = ), (7% = p¥))
+(1 — ag)eg. (6.12)

Além disso, da definicdo de pFt1,

pk—i-l _ ﬂ_k — (1 _ Oék)(pk _ ﬂ_k) e pk—i-l _pk — ak(ﬂ'k _pk). (613)

Assim, substituindo (6.13) em (6.12), temos:

enp1 = (apo®, pPTE— k) (1 — ag)w®, pP T — pF) + (1 — a)e

= _<akvk7ﬂ'k> + (akvk7pk+1> + <(1 - ak)wkapk+l>
—{(1- ak)wk,pk> + (1 — ag)ex

= (W P — (apof 7P — (1 = a)w”, pF) + (1 — o).
Logo, substituindo essa tltima igualdade em (6.11), conclui-se que
Fm) < FOY + (@M — pMY) 4 e,

ou seja, wktl € 9 f(pk+1), o que completa a demonstracao. O

€k+1

De maneira andloga a (6.1), (6.2) e (6.6), o escalar ey, definido em (6.7),
também pode ser visto como uma combinagao convexa, ou seja,

k
Ekt+1 = Z)\k,iak—ia com oy, = (1 — ap) (" — wF p* —7%) k. (6.14)
i=0

Uma outra mudanca realizada pelo RVA estd relacionada & condicao
utilizada no passo 8 do algoritmo 6.1. Para avaliarmos os ganhos produzidos
pelos passos sérios, usamos uma condi¢ao do tipo Armijo

F(@*) > f(7%) + mdy, (6.15)
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onde m €0,1[ e d; é o ganho esperado (que é uma versao do decréscimo
nominal, visto na segao 3.4 e no capitulo 4, para funcoes concavas).

Assim como no método de feixe, descrevemos ¢, utilizando um mo-
delo linear por partes aproximado da funcéo objetivo f. Nesse caso, ele
é econdémico, pois mantém apenas duas fungoes afins, a saber:

(i) Fungao afim gerada pelo tltimo passo, dada por

f(m*) 4+ (WF, 7 — ), (6.16)
ou, equivalentemente, referindo-se ao tltimo passo sério #%+1, por
FEMY 4+ (0F, 1 — 7Y ey, (6.17)
onde ey = f(m¥) 4 (vF, 7P+ — k) — f(FFHD),
(ii) Funcao afim gerada pela agregacao, definida por
FOh) + (W m = pF) + e, (6.18)
ou, novamente referindo-se ao ultimo passo sério 7**1, por
FEMHY 4 (Wb — 75 1 gy, (6.19)

onde &, = f(pF) + (wF, 78+ — pF) — f(RF) + ¢4

Portanto, o modelo fk utilizado na iteracao k é escrito da seguinte forma:
fu(m) = min { f(7%) + (0F, 7 — 7%), F ) + (WF, 7 — pF) + e}, (6.20)

ou, de maneira equivalente,

fr(m) = fFERY) + min { (0%, 7 — 7 e, (W m— 75 £ g}l (6.21)

Conforme pode ser observado na figura 6.2.1, o hiperplano H correspon-
dente a (6.16) suporta por cima a hipdgrafe de f no ponto 7%, enquanto que
o hiperplano H. associado a (6.18) suporta, com tolerancia ej, a hipdgrafe
de f no ponto p*. Isso implica que f(7) > f(r) para todo T € R™, ou seja,
o modelo f}, ndo corta o grafico da funcao objetivo f.
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Figura 6.2.1: Modelo da funcao objetivo no algoritmo do volume.

Ademais, pela definigao (3.14) e utilizando-se de (6.21), o ganho esperado
pode ser escrito da seguinte maneira:

Ok+1 = min { (vF, 7P — ) e (WP AR — A g (6.22)

Agora que temos o modelo f;, em mente, estamos prontos para verificar
a escolha do parametro ay, necessario no passo 9 do algoritmo 6.1. Para
isso, considere inicialmente o seguinte problema auxiliar:

7 _ _Ak41)2
max fi() 2tk+1”7T |

e seja ' sua solucao unica. A condicao de otimalidade nos diz que

~ 1
existe w' € Ofy () tal que w' — —— (7' — #* 1) =0 (6.23)
k+1
ou, equivalentemente, que 7’ = AR 4+ tpw’). Como o modelo fk é
J’_

o minimo de duas fungdes afins (6.16) e (6.18) (com gradiente v* e wk,

respectivamente), temos, pela proposigao 2.24, que
Ofr(n) = {a* + (1 — )w”: a €]0,1]}

para todo . Portanto, (6.23) pode ser escrita como:

k

ML g’ com w' = a'vF + (1 — o )wh.

existe o € [0,1] tal que n’ = 7

Note que se ay, for escolhido como sendo igual a o/, entao w’ serd justa-
mente igual a wFt!. Logo, o préximo iterado 7**! serd exatamente o ponto
7' que satisfaz a condicao de otimalidade abaixo:

existe oy, € [0,1] tal que w**t € afy(7FH1) e 7FHE = AP p g bt



6.2. Algoritmo do Volume Revisado s

O parametro a4, por sua vez, pode ser encontrado resolvendo-se o dual
do problema auxiliar, que é mais simples, por ser quadratico, diferencidvel
e com restricao de caixa:

t
min 2L jav® + (1 — a)w”||2 + aep, + (1 — a)ég. (6.24)
acl0,1] 2

Utilizando esse parametro «j, obtemos também uma nova formulacao do
ganho esperado, mais concisa que (6.22):

Ok+1 = bt W2 + ager, + (1 — ap)é (6.25)

Voltemos agora a formulagao do modelo fk Vimos, que a definigdo de
ér exige o computo de f(p*), o qual nido possuimos. Uma sugestdao para
resolver esse problema é usarmos uma aproximacao de é;. Considerando
que f(#%*1) é o melhor valor disponivel da funcdo objetivo, temos & ~

(w”, 7%+ —p¥)4e). Apenas para sermos consistentes, aproximamos também
o erro ey e assim definimos os erros de linearizacdo aproxrimados abaixo:

Ek - ('Uk,ﬁ'k—i—l . ﬂ.k> e Ek: - (wk7,ﬁ.k+1 _pk> + ek (626)

Utilizando tais erros, podemos construir, conforme figura 6.2.2, um novo
modelo da funcao objetivo:

fr(m) = FERTY) + min {(0F, 7 — 77 + By, (0P, 7 — 7 + B )

Figura 6.2.2: Modelo da func¢ao objetivo com aproximacoes.

Conseqiientemente, o problema dual (6.24) deve ser substituido por:

t .
min ———||av® + (1 — )w”||? + aEj + (1 — o) Ey,
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e podemos dar também uma nova expressao para o ganho esperado:
Opt1 = tk+1‘|wk+1“2 + ap By + (1 — o) Eg. (6.27)

Proposicao 6.8. O ganho esperado, definido em (6.27), pode ser assim

escrito:

Okt = g |2 4 (T AL — pE Yy gy, (6.28)

onde Ej e Ei sdo definidos em (6.26).

Demonstracdo. Mostraremos que
apEy, + (1 — ap) By = (" a5 — pF ey,
Pelas defini¢oes (6.26), temos:
OékEk + (1 — ak)Ek
= o (08, 7T — Ry 1 (1 — ag) (W, 7R — pF) 4 ep)
= (apv® + (1 — ag)w”, 75 — o (0%, %) — (1 — o) (w®, pF) + (1 — o) e

(wk+17ﬁk+l> - ak<vk77rk> - (1 - ak)<wkapk>
AP P — (T, )

p + (1 — ag)eg
— ") — o (0F, ) — (1 — o) (W, p*)
+Hopv® + (1= ag)w®, p" ) + (1 — ap)ey
S (b AR k+1>_|_ak< E phtl _ pky
+(1 = ag) (W, p" — M) + (1 — ag)e, (6.29)

_ (wk)-i-l’ ,ﬁ_k‘-i-l

sendo que a terceira e a quarta igualdades sao dadas vélidas por (6.2). Pela
defini¢ao (6.6), temos, novamente:

Pt =1 —an)@t —a") e PP opf = an(nt - ph),
e substituindo-os em (6.29), temos:

apEy, + (1 — ay) By,
N Lo k+1>

+ag(l —ag)(W*,pt —7F)
+ag(l = ap)(w®, 7" —pf) + (1 - ap)er
= (whtl gkt k+1> + ap(l — ag) (W* =k, p* — 7% + (1 — ap)en

— (wk—i-l,ﬁ_ k+1>

+ €k,

onde a ultima igualdade é valida pela definigao (6.7). O
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Conforme (6.15), para que a seqiiéncia {f(7*)} seja monétona, redefini-
mos o ganho esperado de modo que ele seja sempre positivo, ou seja,

o = te|lw®|? + [(w®, 7F — pF)| + e (6.30)

Essa sera a definigdo utilizada no nosso algoritmo.

Devemos observar, agora, que com as aproximagoes, o hiperplano H.,
correspondente a funcao afim agregada, podera cortar o grafico de f, o que
nio acontecia antes. Isso ocorre quando f(p*) — f(#**1) > &;. Observe a
figura 6.2 para visualizar tal fato. Em [BMS02, se¢ao 6.2], mostrou-se uma
forma de organizar os cdlculos para que o modelo nao corte o grafico de f.
Como resultado, obtiveram um algoritmo equivalente ao método de feixes,
denominado BVA, com nimero méaximo de elementos do feixe igual a dois.

A H
ﬂ.k ﬁ.k+1 pk
L L L
L]

v

Figura 6.2.3: O modelo pode cortar o grafico da fungao objetivo.

Finalmente, podemos estabelecer um critério de parada para o RVA
herdando a idéia do método de feixes, isto é, utilizando uma tolerancia
tol > 0 dada. Em outras palavras, o algoritmo para quando d; < tol. Con-
forme (6.28), uma outra possibilidade é, dadas duas tolerancias tol,, e tol,
usarmos as condigoes

[wF|? <toly, e  [(wF, 7" —pF)| +ep < tole, (6.31)

que possuem a vantagem de nao dependerem de t;, cujo valor pode ser muito
pequeno ao longo das iteragoes. O RVA é resumido a seguir.
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Algoritmo 6.9. Algoritmo do Volume Revisado

w

© 0 N o o

10.
11.
12.

13.

14.

. Sejam m € ]0, 1], tolerancias tol,, tol. e ponto inicial 7° € R™ dados.

(Caixa preta) Compute 2° € U(7Y), f(7°) e v = A20 — b,
nicializagao) Sejam z* = 2, w' =°, 7' =7 =
(I ici 1‘ (;~ ) S j 1 - 07 1 = 07 A 1 - 07 pl -

Eoieroioek‘Zl.

0, €1 = 0,
(Tamanho de passo inicial) Tome ¢; adequado.

(Atualizacao do candidato) Faca 7% = &% + t,wk.

(Ganho esperado) Compute 6 = tg||w||? + |(w*, 7% — p*)| + &4
(Critério de parada) Se ||w*||? < toly, e|(w*, #* — p*)| +&x < tol., pare.
(Caixa preta) Compute z* € (%), f(7%) e vF = Azk —b.

(Teste de crescimento) Se f(7¥) > f(7%) + mdy:
~k+1 -k

Entao faca 7% = 7% (passo sério).
Sendo, #8+1 = 7% (passo nulo).
(Busca linear) Tome um tamanho de passo tx+; adequado.
(Erros) Compute Ej, = (vF, #% — 7%} e E), = (wk, 7% — pF) + &p,.
(Subproblema) Resolva
t N
ay, € argmin 2L ok 4+ (1 — a)wk|? + aFy + (1 — o) Ey.
acl0,1] 2

(Atualizagao de vetores) Defina
= ogrf 4+ (1 — ap)2®, Wt = apo? + (1 — ag)w”,
= a4+ (1 — ap)p¥,  epy1 = agop + (1 — ag)er.

k+1
k+1

P k+1

k
P k

(Loop) Faga k = k + 1 e vé para o passo 5.

Mencionamos ainda que o subproblema do passo 12 do algoritmo acima
nao deve ser implementado apenas resolvendo-se projecao do ponto minimo
no intervalo [0,1]. Note que devemos evitar o valor 0 para «, pois, do
contrario, nao atualizamos nenhum vetor no passo 13. Da mesma forma, o
valor 1 para o4 indica que ignoramos completamente as iteragoes anteriores.
Evitamos tais situagdes com a idéia dada no algoritmo 6.3. Mais especifica-
mente, incorporamos um limitante superior o}*** € ]0,1[ no calculo de «y,
conforme podemos observar no algoritmo abaixo.
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Algoritmo 6.10. Escolha de ap no Algoritmo do Volume Revisado.

(a) Seja a** €]0,1[ um limitante superior e ¢ € ]0, 1[ uma constante.
28!
2
(c) Se & > 0, entao faca o = min{a, a!**}.

Senao, faca aj, = o /10.

(b) Compute & = argmin,, lav® + (1 — a)w®|? + aEy + (1 — a)E.

(d) Se depois de um certo niimero de iteragoes, a funcao objetivo dual nao

cresceu suficientemente, faga oj’?7 = ca™*.

5 max __ max
Senao, faca a'ff = a;

Enunciaremos agora alguns resultados de convergéncia que foram obtidos
em [BMS02]. Considere o conjunto de indices

Kg = {k: o passo dado na iteragao k é sério}
e seja IT* o conjunto de solugoes étimas duais.

Lema 6.11. Considere o problema (1.1) com ¥ limitado. Entao, as seqién-
cias {xF}, {vF}, {2*} e {w*} geradas pelo algoritmo 6.9 sio limitadas. Ade-
mais, se {m*} ¢ limitada, entdo {p*} também ¢ limitada.

Demonstragdo. Como x* € U para todo k e ¥ é limitado, temos que {ajk} é
limitada. Além disso, por definicao, v* = Az* —b, logo {v*} também é limi-
tada. Pela proposicao 6.6, {2*} e {w*} sdo também limitadas. Finalmente,
por (6.6), se {7*} ¢ limitada, entdo, {p*} também ¢é limitada. O

Lema 6.12. Suponha que o algoritmo 6.9 gera infinitos passos sérios, isto
é, |Ks| = 400, e que limpegg f(#%) < 400. Entdo, as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras:

lim §;, = li = 0.
(@) R0 =0 e R =0
(b) Suponha que Z ty = +00. (6.32)
keKg

Entdo, lim w* = 0.
keKg

(c) Suponha, juntamente com (6.32), que
a seqiéncia {ty} € limitada por My > 0, e (6.33)
I # 0. (6.34)

Entdo, a seqiiéncia {7} ¢ limitada.
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(d) Suponha, juntamente com (6.32), (6.33) e (6.34), que
a seqiéncia {w*} € limitada por M, > 0. (6.35)
Entdo, a seqiiéncia {7} € limitada.

Demonstragao.

(a) Para todo k € Kg, #**1 = 7*. Logo, somando-se (6.15) em Kg, temos:

m Yy < Y (fEY) = f(#) = lim f(7F) - f(7") < +oo,

keK
keKg keKgs s

onde a 1ltima desigualdade é dada por hipétese. Logo, D .o K 0 < 400, 0
que implica que limye g O, = 0. Pela proposicao 6.8, temos que 0 < g, < Jy,.
Assim, 0 < limpegg er < limpex, 0 = 0, 0 que completa a demonstracao.

(b) Pela proposigao 6.8, ty|lw*||? < §; para todo k. Portanto, pelo item (a),

temos:
> trllw P < ) 6k < oo,
keKg keKs

0 que, juntamente com a hipétese (6.32), mostra que limge g g wk = 0.

(c) Seja p* € II* # (). Por (6.8), podemos escrever:

) < FF) + (Wh,p* —p*) +ex, VEe Ks
s (W pF —p*) < FF) — f0*) +er, Ve Ks
= (wh,pF —p*) < e, Vk e Kg. (6.36)

= 7F quando o passo é sério e 7Ft! = #¥ quando é

— 7% admite valores t,w* ou 0. Conseqiientemente,

Além disso, como 751
nulo, temos que #**!

H,ﬁ_k-i-l _p*||2 — ||ﬁ.k+l _ ﬁ'k + ﬁ'k _p*HZ
— ||ﬁ'k _p*H2 + H,ﬁ_k-i-l _ ,ﬁ_k”Q + 2<'ﬁ'k+1 _ ﬁ'k,ﬁ'k _p*>
< IAF = p* | + w1 + 2t (0", 75— p*)
= ||&% — p*|1* + tu(tllw®|?
+2(w®, 7% — p*) + 2(w”, p* — p*))
< IFF = PP+ et llw® |+ 2(w®, 75— pF) + 2¢,)
< RF = pt P+ 2w + (W, 7Y = pF) + &),
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sendo que a pentltima desigualdade é vélida por (6.36). Ademais, por (6.28)
e pela hipdtese (6.33), para todo k € Kg, temos:

7R — p*||? < ||7% — p*||? + 2600k < ||7F — p*||? + 2M;6y.

Considere agora Kg = {ko,k1,...}, com kg < k; < ... Para todo i > 0,
sabemos que 7% ! = 75+ Entao, para qualquer i > 0, temos:

Do AN P < Y AN =t 20 Y d

0<j<i 0<y<i 0<j<i
& e e Al R 2/
0<y<i
= 7R —pr|2 < ke —p*| 420, Y 6
keKg

Pelo item (a), temos » ; x 0r < +0o. Logo, essa tltima desigualdade
mostra que para todo ¢ > 0 (ou, equivalentemente, para todo k; € Kg),
|7*i+1 — p*||2 < +o0. Portanto, a seqiiéncia {#*}rexy 6 limitada. Como
todos os elementos de {#*} estdo contidos no conjunto de elementos de

{#*} ek, concluimos que {#*} ¢ limitada.

(d) Pelo item (c), basta mostrarmos que a seqiiéncia {7}y, ¢ limitada.
Considere novamente que Kg = {ko, k1,...}, com ky < k; < .... Sabemos
que se k é tal que k; < k < k;y1 para algum ¢ > 0, entao na k-ésima iteragao
ocorreu um passo nulo. Por (6.33) e (6.35), temos:

7% — 7| = tllw®|| < MM
para todo k. Logo, para qualquer ¢ > 0,
{7} ki <hhin © BE", MeMy),
o que implica que a sequéncia {Wk}k¢ K ¢ limitada. O

Teorema 6.13. Considere o problema (1.1) com ¥ limitado. Suponha que
IT* # 0 e que dom f = R™. Suponha ainda que o algoritmo 6.9 produz
infinitos passos sérios, isto €, |Kg| = +00. Se 0s passos ty sao escolhidos de
forma que as hipdteses (6.32) e (6.33) sao verdadeiras, entdo a seqiiéncia
{p*}eks € mazimizante.

Demonstragao. Pelo lema 6.11, a hip6tese (6.35) é verdadeira pois ¥ é li-
mitado. Como também temos (6.32), (6.33) e (6.34) validas por serem
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hipéteses deste teorema, concluimos, pelo item (d) do lema 6.12, que {7*}
é limitada. Utilizando novamente o lema 6.11, temos também que {pk} é
limitada. Logo, a subseqiiéncia (infinita) {p*}rcx, também é limitada, o
que implica que ela possui um ponto de acumulacao p*.

Ademais, pelos itens (a) e (b) do lema 6.12, temos limgerger = 0 e
limpe g w® = 0. Sabemos também, por (6.8), que w* € 0., f(p*) e pelo
lema 2.30, o egi-subdiferencial é um grafico fechado. Logo, temos:

{pk}kEKS _)p*
{ekthers — 0 = 0edf(p"),
{w Y kers — 0, com w € 8., f(p")

o0 que, juntamente com a continuidade de f, resulta que {p*}.c K 6, de fato,
maximizante. ]

Teorema 6.14. Suponha que o algoritmo 6.9 com tol = 0 gera um ultimo
passo sério w¥r, sequido de infinitos passos nulos {7Tk+1}k>kf. Entao, as
sequintes afirmacdes sao validas:

(a) Se as hipdteses (6.33) e (6.35) sio vdlidas, entio {n*} € limitada.
(b) Suponha, além das condi¢éoes dadas em (a), que
{n*} — 7* e {oF} — v*. (6.37)
Ademais, tome m €)0,1/2[ e suponha que eziste
te >0 tal que {tr}rgrs — ts (6.38)
Entdo, ™ e 7% resolvem (1.5).

Demonstracao.

(a) Para todo k > k¢, como ocorrem apenas passos nulos, 7k = 7kr. Assim,

= 7t = (7P| < A+ | < 1R+ M
ou seja, {7*} é uma seqiiéncia limitada.
(b) Pelas definicoes (6.2) e (6.6) e pela hipétese (6.37),
k *

lim p* = lim 7% =7 e lim w® = lim o* = v*. (6.39)
k—o0 k—o00 k—o0 k—o0

Novamente, como para todo k > k¢, como ocorrem apenas passos nulos,

7 = lim p* = lim 7% = lim (7% 4 tw") = 757 4 0", (6.40)

k—oo k—oo k—oo
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Além disso, por (6.14), como limy_,, o = 0, temos:

lim e = 0. (6.41)

k—o0

Com isso, pela defini¢ao (6.28) e pelos resultados (6.39), (6.40) e (6.41),
lim &, = lim t;[|w®|® + [(w®, 7% — p*)| + e, = 26 [[0*]*.
k—o0 k—o0

Sabemos que f(7*) < f(#%7) + mdy, para todo k > k. Tomando o limite
em k, temos:
F(@*) < f@EM) + 2mi ot (6.42)

Ademais, pelo lema 2.30, o ex-subdiferencial é fechado. Logo, por (6.8),
(6.39) e (6.41), temos:

pF—p
e — 0 = v* € of(n"),

wk — v*, com w* € o, f(p¥)

o que implica, juntamente com (6.40), que
M) < F(r) + (0, 7 — ) = f(r) — ot (6.43)
Somando-se as desigualdades (6.42) e (6.43), temos:
(1 —2m)t.|v*|* <O0.

Por hipétese, m < 1/2. Logo, essa tltima desigualdade é véilida apenas
quando v* = 0, em outras palavras, quando 7* é solugao de (1.5). Por (6.43),
conclui-se também que f(#%7) < f(7*), o que implica que f(#%/) também
resolve (1.5). O

Note que as hipdteses (6.37) sao fortes, pois elas requerem que as se-
qiiéncias {7*} e {v*} tenham apenas um tinico ponto de acumulacao. Con-
forme menciona-se em [BMS02, secao 5.2], isso mostra que a andlise de
convergéncia do RVA néo estd completa. Introduzindo agora um critério de
parada (isto é, tomando tol > 0) e considerando a andlise das seqliéncias
primais de (6.1), chegamos a um outro resultado.

Teorema 6.15. Considere o algoritmo 6.9 com tol > 0 (em particular,
com toly, > 0). Suponha que ¥/ ¢ o wltimo ponto 2* gerado. Se o posto da
matriz A for igual a m, entao existe L €]0,+00], dependente da estrutura do
problema (1.1), tal que, para todo x* minimizador de (1.1), vale ||z* — 2| <
Ltol,. Em outras palavras, z*f estd a wma distincia menor que Ltol, de
solugoes otimas.
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Demonstracdo. Como x* é vidvel, Axz* = b. Logo, pela proposicio 6.2,
A(ZFr — a%) = AR — b = W,
Portanto,
o — 24| = (AT A) AT A(a® — 24)]| = [[(ATA) AT | < Ljfut ||
onde L = ||[(AT A)~*AT||, o que implica, pelo critério (6.31), que
lz* — 25 || < Ltoly,

conforme queriamos. O

6.3 Algoritmo do Volume com Variacao do Alvo

Nesta secao realizaremos uma outra modificagdo no VA (algoritmo 6.1)
com o intuito de possibilitar a andlise de convergéncia do algoritmo. De-
nominamos essa técnica de algoritmo do volume com wvariacao do alvo
(VA+VTVM) e sua idéia principal consiste em utilizar uma variagdo do
tamanho de passo definido em (6.3). Mais especificamente, consideramos,
para uma iteracao k,

B& — f(7M)

lwk]*

onde w”* é definido em (6.2) e & é um alvo, isto é, um limitante superior do
valor étimo f, da funcao, que, ao contrério de (6.3), varia a cada iteracao £.
Além disso, nesse caso, requerimos 3 €10, 1]. Baseado-se em [SCT00, SL04],
referéncias principais desta secao, definimos abaixo algumas notagoes, de
modo a facilitar a compreensao do algoritmo 6.20.

t = (6.44)

Notagoes 6.16. Considere os sequintes contadores:

e k: contador geral de iteracoes do algoritmo;

e /: contador de iteracoes do lago externo;

e 7: contador de iteragoes do lago interno corrente;

e v: contador do nimero de passos nulos consecutivos.

Notagoes 6.17. Para toda iteracao geral k, temos:

e fi: melhor valor da funcdo objetivo obtido até a iteracdo k;

e xi: melhora (definido por max{f(7**1) — f;,0}) acumulada no lago
interno corrente.
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Notagoes 6.18. Para toda iteracao externa £, temos:

e & valor do alvo (isto é, limitante superior de f,) na iteracao ¢;
e ¢4 tolerancia de aceitacdo para declarar que o valor f; é suficiente-
mente perto do alvo &,.

Notagoes 6.19. Considere os sequintes parametros:

® kinax: numero maximo de iteragoes gerais do algoritmo;

k ¢ suficien-

e tol: tolerancia para declarar que um subgradiente v* ou w
temente perto de zero;

valor minimo para a tolerancia ey;

: intervalo de tolerancia de aceitacao usada na atualizacao de ey;

fracao da melhora acumulada y; usada na atualizacao do alvo &;

°
S 9™

e 7: nimero maximo de iteragoes no lago interno sem atualizar o alvo &g;

e ~: nimero méaximo de passos nulos permitidos no laco interno corrente.

=2l

A atualizacdo do alvo & é dada seguindo-se um principio semelhante
aos métodos de regiao de confianga (ver, por exemplo, [NW99, capitulo 4]
ou [BGLS03, segao 6.1]). Mais especificamente, no nosso caso, devemos
atualizar & em dois casos distintos: (i) quando f é maior ou suficientemente
préximo de &, o que indica que & nao se comporta como um limitante
superior adequado de f, por ser pequeno demais; (ii) se 7 > 7 ou v > 7, ou
seja, quando estd demorando muito para atualizar o alvo, o que indica que
&, é muito grande comparado aos valores f(7*) gerados.

Com essa idéia, as notacgoes anteriores e o algoritmo 6.1 do VA em mente,
podemos verificar agora a estrutura do método modificado.

Algoritmo 6.20. Algoritmo do Volume com Variagcao do Alvo

1. Inicializagao:

(a
(b) Escolha um ponto dual inicial 7.

(c) Determine f(m!), x! € U(r!) e vt = Azt —b.
(

) Defina e,tol > 0, 8 €]0,1], 0 €]0,1/3], 7, 7, kmax € 1 €]0, 1].
)
)
d) Inicialize w® = o', 20 =zl e fi = f(7).
)
)
)

(¢

e) Se |[v!]| < tol, pare.

(
(t
(g

Tomel=k=1leT=v=x1 =0.

Seja & = min{UB, f(r!) + ||v}|?/2}, onde UB ¢é um limitante
superior para fy, possivelmente +00.



6.3. Algoritmo do Volume com Variacao do Alvo 88
(h) Sejaer =a(& — f(nh)).
2. Atualizacao dos iterados dual e primal:
(a) Dado « tal que 0 < 8 < o < 1, defina
wh = of + (1 —a)wb ™t e 2F=azkF 4+ (1 —a)FL (6.45)

(b) Se ||w|| < tol, entdo faca w® = v*.

B& — f(7M)
J[w* |12

d) Atualize o préximo iterado dual: ¢+ = 7k 4 ¢ k.

(d)

() Tomer=17+1lek=Fk+1.

(f) Compute f(7%), 2% € U(rF) e v¥ = Azk —b.

(g) Faca xi = xx—1 + max{(f(7*) — fr_1),0}.

(c) Compute o tamanho de passo tj =

3. Verificacao do tipo de passo — sério ou nulo:

(a) Se f(*) > fr_1, entdo v4 para o passo 4.
Sen&o, va para o passo 5.

4. Passo sério:

(a) Se k > Eyax ou |[v¥| < tol, pare.
(b) Tome f;, = f(7*) ey =0.

(c) Se fr > & — ¢, V4 para o passo 6.
Senao, se T > T v& para o passo 7.
Senao, va para o passo 2.

5. Passo nulo:

(a) Se k > kmax, pare.
(b) Tome fr = fr_1ey=7~+1.

(¢) Sey >4 ourt>T, va para o passo 7.
Senao, va para o passo 2.

6. Aumento do valor do alvo (caso em que fi, > & — &¢):

(a) Compute

Cov1=fe+ec+nxe e cor1 = max{o(&r1 — fr). e}
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(b) Faga 7=0, xxy =0e ¢ =/¢+1, e vd para o passo 2.
7. Diminuicdo do valor do alvo (nesse caso, fr < & — &¢):
(a) Compute

Soy1 = W e eopr = max{o(&ey1 — fr), €}

(b) Faga vy =7=x; =0, ¢ =/{+ 1 e va para o passo 2.

Observe que, ao contrario do VA original, esse método nao utiliza cen-
tros de estabilizacdo. Além disso, sob o ponto de vista computacional, al-
gumas modificagoes no algoritmo acima podem ser realizadas. Referimo-
nos a [SCTO00, observagoes 1 e 2] e [SL04, segao 3] para as consideragoes
praticas. Tais modificacoes nao prejudicam a andlise de convergéncia dual
abaixo. Para realizar essa analise, consideramos a seguinte hipdtese:

Hipétese 6.21. Além de kmax = 400, 0 algoritmo 6.20 gera infinitos
passos {m*} com tol = 0, ou seja, ||v*| =0 ndo € vdlido para todo k.

Lema 6.22. Considere o algoritmo 6.20 com a hipdtese 6.21. Defina fk
como o valor do alvo na iteragao k e suponha que existem § e § tais que

f(r*) < < & < E< f, para todo k. (6.46)

Entao, (wk_l,ﬂk —7*) <0 para todo k, onde ™ é uma solugdo otima dual.

Demonstragdo. Observe inicialmente que pela definicao de v* € df (%),
temos, em particular,

fo=F(m) < f(F) + (W 7t =) = (Fab =) < faF) = fo (6.47)
e provemos o lema por inducio em k. Por (6.47), temos que (v!, 7! —7*) <
f(@mY) — fi. Como w® = v!, o resultado segue para k = 1. Suponha, entdo,
que a desigualdade é valida para k > 1 e provemos que (wk, mhtl — ) < 0.

Pelo passo 2(d) do algoritmo e por (6.45), temos:

kb ok — %)
= (wk,ﬂk — ) + tg||w

= a@r " 1)+ (1 - ) (w7

= (w
k||2
B ) w7
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Por (6.47) e utilizando a hipétese de inducao, temos:
(wh, 7 — 7)< a(f(@) = fo) + e
= a(f(x") = f) + B — f(")
o(f(a*) = &) + BE ~ f("))
= (B-a)E~f@h), (6.48)
onde a primeira igualdade é dada por (6.44) e a segunda desigualdade pelas
condigoes (6.46). Além disso, pelo passo 2(a) do algoritmo, § —«a < 0 e

novamente por (6.46), temos £ — f(7*) > 0. Assim, conclufmos que o termo
da direita de (6.48) é menor ou igual a zero, ou seja, (w¥, ¢+t —7*) < 0. O

IN

Lema 6.23. Considere o algoritmo 6.20 com a hipdtese 6.21. Defina ék
como o valor do alvo na iteragao k e suponha que existem § e § tais que as

desigualdades de (6.46) sio vdlidas. Entdo, &, — e f(rF) =&

Demonstra¢do. Provemos inicialmente que {||7* — 7*||?} é mondtona de-
crescente, onde 7* é uma soluc¢ao 6tima dual qualquer. Pelo passo 2(d) do
algoritmo e por (6.45), temos:

R o N [ et

= |7 — )P+ )t 4 2t (w7t — )
= |7 =P+ ) + 2tpa o, 7t — %)
+2t5(1 — @) (wh 1, 7P — 7%).

Pelo lema 6.22 e por (6.47), e em seguida pela defini¢ao de tamanho de passo
dado em (6.44), temos:

H7Tk+1 . 7T*||2 < Hﬂ_k o 7T*||2 + t%Hwkuz + tha(f(wk) — f*)

ek — 2

(PGS | 200 = SN = 1)
=t |

28D (56— st + 20(s) - 1)
< ek — |

28D (20, - 549 + 2ati0) - 1)

iy B = £ ()
= It =P S (206 - )
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spndo que a ultima desigualdade estrita é \iélida pois 0 < ﬁA <a<2ae
& — f(m*) > 0 por (6.46). Assim, temos & — f(7F) > 0, & — f < O e
a, 8 > 0. Logo, para todo k,

0 < [|lr* ! — 7 < [|m* — 7%,
ou seja, {||7* — 7*||?} é monétona decrescente. Isso implica que

i PGk — ()

koo [Jwk|?

= lim #}|w®|? = lim ||=* —7%2 =0

k—o0 k—o0
Além disso, pela hipétese 3.8, ||w*|| é limitada. Assim, por (6.46), o limite
acima s6 poderé ser zero quando & — § e f(m*) — & O

Antes de prosseguir com a analise de convergéncia, observe que a seqiién-
cia {frx} é mondtona nao decrescente e limitada superiormente por f, e
portanto, convergente. Definimos f como sendo seu limite.

Lema 6.24. Considere o algoritmo 6.20 com a hipdtese 6.21. Entdo, existe
uma iteragdo externa L tal que €y = € para todo £ > L.

Demonstracao. Considere o algoritmo 6.20 para iteragoes k& > K tal que
fio>f—v,com0 < v <e. Veremos o que acontece numa iteracio externa
¢ para o qual k > K. Observe que dados & e ¢, os proximos iterados &p11 €
r4+1 sao dados pelos passos 6(a) ou 7(a). Note também que nxi < xr < v,

ja que fi €]f — v, f]. Assim, no caso do passo 6(a), temos:

o(&oi1 — fr) = oles +mxn) < olee+v) <oler+¢e) < (22)/3. (6.49)
J4& no caso do passo 7(a), temos:

w —ﬁ) TN b DI

U(£z+1—fk)20'< 5 5

Temos agora dois casos a considerar. Primeiramente, vamos supor que
g; = €. Se g/, é atualizado em 6(a), temos por (6.49) que o(&y1 — fr) <
(2¢)/3 < € e assim €41 = €. Analisemos o caso em que y;1 é atualizado
em 7(a). Para alguma iteragao anterior k' < k, onde obtemos 4 por 6(a) ou
por 7(a), temos (& — frr) < e. Entdo, como {fi.} é nio decrescente,

o€ — fr) o6 — fi) <e. (6.51)

Dessa forma, se g, ¢ atualizado em 7(a), entdo, por (6.50) e por (6.51),
0(&rp1 — fre) <e/6+¢/2 = (2)/3 < e e assim €41 = €. Assim, se gy = ¢,
entao e,41 = € em qualquer um dos passos (6(a) ou 7(a)).
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Considere agora o segundo caso: ¢, > . Entao, para alguma iteracao
anterior k' < k, na qual obtemos &; por 6(a) ou 7(a), temos, considerando
que {fx} é ndo decrescente, que

eo =0(& — fir) > (& — fr)- (6.52)

Assim, se ey41 é dado em 6(a), temos £y11 = € ou, por (6.49), temos £y <
(2¢¢)/3. Da mesma forma, se £, é dado por 7(a), entao temos €741 = € ou,
por (6.50) e por (6.52), temos epy1 = (&1 — fr) < 0er/2+€0/2 < (220)/3.
Note que em ambos os casos, /41 < &¢. Portanto, {,} decresce com fator
2/3, ou seja, atingimos € em alguma iteracao externa L. Com isso, recaimos
no caso analisado anteriormente, ou seja €y = ¢ para todo £ > L. ]

Lema 6.25. Considere o algoritmo 6.20 com a hipdtese 6.21. Suponha que
eriste K suficientemente grande tal que para todo k > K, existem apenas
passos nulos. Entdao, & decresce para fr, +¢ = f + € para todo k > K.

Demonstracao. Considere L suficientemente grande tal que €, = € para todo
£ > L e tal que as iteragoes gerais k correspondentes sejam maiores ou iguais
que K. Observe que a existéncia de tal L é garantida pelo lema 6.24. Note
que fr = fry1 = f para todo k > K pois ocorrem apenas passos nulos.
Entao, dado um {>Lek>K temos o computo de ;. ; no passo 7(a) do
algoritmo e ~ ~

L fkte & fHe+§

€01 = 5 5 (6.53)

Como ocorrem apenas passos nulos, por 5(c), observamos que ocorrem ape-
nas diminui¢oes do alvo no passo 7(a), pois durante o processo y ou 7T cres-
cem, até serem novamente zerados no passo 7(b). Logo, na iteragdo externa
(+ 1, computaremos:

_fretgn  Ffae et
Sive = 2 -3 T

onde a ultima igualdade é vélida por (6.53). Assim, para qualquer ¢ > 1
podemos escrever:

g —
. f+e &
5@4—522 27 +?'
j=1

Tomando-se o limite para £ — oo, essa tltima igualdade resulta & — f + ¢,
conforme queriamos. O
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Lema 6.26. Considere o algoritmo 6.20 com a hipdtese 6.21. Suponha que
temos f. — f —e > v > 0 para algum v tal que 0 < v < e. Enlao, existe
uma iteracao £ tal que

fre—v<&<f4e+v para todo £ > 1. (6.54)

Demonstracdo. Considere o algoritmo nas iteragoes k > K e £ > L suficien-

tementes grandes, ou seja, tais que f; > f —v paratodo k > K e gy = ¢ para

todo £ > L. Observe que a existéncia de tal L foi garantida pelo lema 6.24.
Suponha que & > f + ¢ + v para alguma iteracdo ¢ > L. Entdo,

fe<fetv<f+v<&—c

para cada iteracao k correspondente. Sabemos que o aumento do alvo ocorre
apenas quando a condi¢ao do passo 4(c) é satisfeita, o que nao ocorre pela
desigualdade acima. Dessa forma, o processo do algoritmo permanece entre
os passos 2 e b, com T crescente no passo 2(e) até que 7 atinja o valor
7 no passo 4(c) ou 5(c), o que nos leva ao passo 7. Assim, com sucessivas
diminuicées do alvo, chegamos numa iteracao externa ¢ tal que &; i < fretv.
Até obter tal iteracdo, temos & > f4+e+ve fr > f—v (pois k € K). Logo,

fetee+& - f-v+e+f+e+vrv
2 2

Em particular, temos também §; > f4e—v. Logo, U satisfaz as desigualdades
de (6.54).

Suponha agora, por outro lado, que & < f 4+ & — v para algum ¢ > L.
Note que quando k£ > K, temos:

fi>f-v>&—e=¢&—e

Primeiramente, observe que a condicio fi > & — &, ocorre apenas no passo
4(c) do algoritmo. Supondo que ocorrem apenas passos nulos, essa condi¢ao
nunca é atingida, porque pelo lema 6.25, & decresce para f +&. Logo, po-
demos supor que ocorrem passos sérios, e conseqiientemente fi, é atualizado
e o passo 4(c) do algoritmo é atingido. Assim, quando f; cresce suficiente-
mente de modo que f; > f — v, temos que fi > & — ¢, 0 que nos leva ao
passo 6 do algoritmo. Logo,

§or1 = =f4+e>ft+e—vr.

Sopi=frteetrnu>f-vtetn>fre—v

Esse £ + 1 pode satisfazer as condicdes (6.54) ou resultar &1 > f +¢ + v.
Este 1ltimo recai no caso discutido no comego desta demonstracao. Logo,
concluimos que para algum k& > K que ocorre durante a iteracao externa ,

fre—v<&E<fHetw (6.55)
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Falta-nos mostrar que as desigualdades de (6.54) sao validas para todo
0> 0. Seja j a primeira iteracao depois de k para o qual o alvo muda na
iteragao externa ¢+ 1. Mais especificamente, se & i1 ¢ dado nos passos 6(a)
ou 7(a), temos, respectivamente,

§ipr = (fi +¢)+nx (6.56)
ou _
o = LEIEE (6:57)

Sabemos que nx; < x; < v, pois fr > f —v. Logo, se i1 € dado no
passo 6(a), temos, por (6.56), que

f—l—z—:—u<£g<£g+1:fj+z—:+nxj<f+e+y,

onde a primeira desigualdade é vélida por (6.55). Por outro lado, no caso
em que §; ; é dado no passo 7(a), temos, por (6.57), que

_ fite+f+e—v _fitet
2 2
sendo que a primeira desigualdade é valida pois f] > f — v, enquanto que
a segunda e a ultima sao verdadeiras por (6.55). Logo, em ambos os casos,
temos &;, ; satisfazendo as condigoes (6.54). O resultado segue por um
processo simples de inducao. O

f+e—v

=& << fre+tv,

Teorema 6.27. Considerando o algoritmo 6.20 sob a hipotese 6.21, con-
clui-se que f +¢€ > f..

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que f + & < f.. Podemos, entao
escolher um v tal que 0 < v < ¢ tal que f, — f —e > v > 0. Assim, pelo
lema 6.26, existe uma iteracao ¢ tal que

f+e—v<& < f+e+vparatodo > /.

Defina { = f+e—vel=f+e+v. Comoe—v >0e f(n¥) < fi < f,
temos, para todo k e £ suficientemente grande,

FrM < F<é<&<€< fu

Logo, pelo lema 6.23, concluimos que f (7Tk) — &, 0 que é uma contradicao,
pois f < §&. Logo, f +¢ > fi, conforme querfamos. O

Finalmente, cabe-nos mencionar que o resultado de convergéncia obtido
dessa variacao do algoritmo do volume mostra apenas e-otimalidade em
tempo infinito.



Capitulo 7

Experimentos Numeéricos

Nos capitulos anteriores, abordamos diversas formas de resolver proble-
mas lineares do tipo (1.1). Observa-se que esses métodos sao particular-
mente interessantes na resolucao de problemas lineares inteiros. A idéia é
usar relaxacoes desses problemas e obter solucoes vidveis inteiras através de
heuristicas e métodos de divisao e conquista. Tradicionalmente, utiliza-se
o método simplex dual para resolver as relaxagoes. Porém, desde que Ba-
rahona e Anbil propusuram o algoritmo do volume, observou-se que nesse
caso seu desempenho é em geral superior, sobretudo porque seu custo com-
putacional é bem inferior ao do simplex para problemas de grande porte.

Em tal contexto, algumas aplicacGes do algoritmo do volume foram abor-
dados na literatura, entre eles, o problema da &rvore de Steiner [BLO1,
BMS02, BBP03], da particao de conjuntos [BA0O, BA02], da cobertura por
conjuntos [BA0O] e da localizacao de facilidades [BC05]. Com o intuito
de observar resultados referentes a todos os métodos estudados, realizamos
também experimentos numeéricos, em particular, com o problema do corte
mazximo em grafos (também denominado maz-cut) que veremos na se¢ao 7.1.

Seguindo a abordagem dada em [BLO1], utilizamos também o método
branch-and-cut-and-price para a obtencao de solucées viaveis inteiras. Para
realizar os experimentos, usamos bibliotecas disponiveis pelo projeto COIN
[COO07], mais especificamente as rotinas em C++ do método simplex, do
algoritmo do volume original e do método branch-and-cut-and-price, com
aplicagao no problema maz-cut. Os demais — os algoritmos do volume revi-
sado e com variagao do alvo, e os métodos de subgradientes com convergéncia
ergodica — foram implementados tomando-se o cédigo do COIN como base.
Os resultados de comparagoes numéricas serao observadas na secao 7.2.

95



7.1. Corte Maximo em Grafos 96

7.1 Corte Maximo em Grafos

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido, com V e E = {ey, ea, ..., €, }, sendo os
conjuntos dos vértices e das arestas, respectivamente. Denotamos também
¢; € R como o custo da aresta e;. Além disso, a seguinte definigdo é ne-
cessaria para compreendermos o problema que queremos abordar:

Definicao 7.1. O corte associado a um conjunto S C V de vértices € o
conjunto de todas as arestas que tém uma ponta em S e outra em V '\ S.

S V\ S

Figura 7.1.1: O conjunto {es, e3,es} é um corte associado a S C V.

O problema do corte mdzimo em grafos (também denominado maz-cut)
consiste entao em encontrar um corte K de custo maximo, ou seja, tal
que o valor de ) ., ¢ seja méaximo. Considere agora em corte K fixado.
Um vetor z = (x1,...,2,)7 é definido da seguinte forma: z, = 1 se e € K e
x = 0 caso contrario. Definindo também ¢ = (cy, ..., cn)T7 podemos escrever
o custo do corte K como sendo o produto interno (¢, z). O problema do corte
maximo pode ser, entao, caracterizado da seguinte formas:

Zaje— Z ze <|F|—1

maximizar (¢, z) sujeitoa ecF e€C\F (7.1)
z. € {0,1}, Vee E

para todo ciclo C' e todo subconjunto F© C C com cardinalidade impar.
Conforme [BGJRS&S, secao 3], a primeira restri¢cao acima descreve um corte.

O max-cut é um problema NP-completo [Kar72], o que faz com que ten-
temos encontrar apenas uma solugao aproximada de (7.1). Além disso, como
0 nosso intuito é utilizar os algoritmos estudados, resolveremos o problema

a partir de sua relaxacao, dada por:
DD PRI

maximizar (c,x) sujeito a ecF c€C\F (7.2)
0<z. <1, Vee E



7.1. Corte Maximo em Grafos 97

Com o método branch-and-cut-and-price resolve-se o problema linear
inteiro (7.1) através da resolugdo de uma série de subproblemas lineares
cujas (“poucas”) restrigoes pertencem ao conjunto de restrigoes de (7.1).
Mais especificamente, a técnica é de divisdo e conquista, com varidveis e
cortes (isto é, restri¢oes) gerados dinamicamente. Constréi-se, dessa forma,
uma arvore onde cada né representa um subproblema.

Mostraremos a seguir a estrutura do método branch-and-cut (onde ape-
nas cortes sao gerados) para problemas gerais de minimizagao. Por outro
lado, o algoritmo 7.5, que trata a separacao, é especifica para o problema
do corte méximo em grafos. Além disso, a geragao de varidveis (conhecida
como price) pode ser vista de maneira anédloga ao algoritmo 7.2, pois corres-
ponde a geragao de cortes para o problema dual. Referimo-nos a [LRT01]
para uma melhor compreensao e detalhes do método.

E importante salientar que esse método requer um algoritmo de re-
solucdo de problemas lineares que: (i) oferega limitantes inferiores dos va-
lores 6timos, para o bounding, (ii) permita reiniciar o algoritmo facilmente,
visando eficiéncia e (iii) gere solugdes primais (nao necessariamente 6timas),
para a geracao de cortes e o branching. Note que as diversas variagoes do
algoritmo do volume satisfazem as condigoes (i)—(iii), e portanto podem ser
utilizadas para resolver aproximadamente os problemas relaxados.

Algoritmo 7.2. Método Branch-and-Cut

Entrada: Instancia do problema original.
Saida: Uma solugao 6tima s* aproximada.

1. Considere § uma solucao vidvel qualquer.
Denote o como limitante superior do valor étimo e inicialize o = (c, §).

2. Tome um subproblema Py com algumas “poucas” desigualdades.
Denote A como o conjunto de subproblemas (i.e., a arvore).
Faca A= {R}.

3. Se A = (), entao faca s* = § e pare.
Senao, tome P € A, faga A = A\ {P} e vé para o algoritmo 7.3 com
o subproblema P como entrada.

4. Se a rotina do algoritmo 7.3 devolve um s vidvel, entao (c, §) < (c, §).
Assim, faga § = 5, a = (¢, §) e va para o passo 3.
Senao, se tal rotina devolve cortado, entao, va para o passo 3.
Senao, continue.

5. V4 para o algoritmo 7.4 com P como entrada, adicione os subproble-
mas gerados em A e vd para o passo 3.
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Algoritmo 7.3. Bounding

Entrada: Um problema P descrito por um conjunto de desigualdades £ e
um limitante superior o da solugao 6tima.

Saida: Uma solugao 6tima s* de P, ou um limitante inferior para a solucao
otima, ou uma mensagem cortado, que indica que o problema pode ser des-
cartado da arvore.

1. SejaC = L'.

2. Resolva o programa linear com o conjunto de restrigoes C usando, por
exemplo, uma variacao do algoritmo do volume.

3. Se devolver uma solucao viavel z, entao va para o passo 4.
Senao, pare e devolva a mensagem cortado.

4. Se (c,Z) < «, entdo va para o passo 5.
Senao, pare e devolva a mensagem cortado.

5. Se & é o vetor de incidéncias de algum § € P, entao § é uma solugao
Otima desse subproblema. Assim, pare e faca x* = Z.
Senao, chame a rotina de separacao (algoritmo 7.5) em & e obtenha as
desigualdades violadas C'. Se C’ = (), entao (c,2) ¢é limitante inferior
do valor étimo de P. Pare e devolva & e o limitante inferior (c, Z).
Senao, faca C = C UC’ e v4 para o passo 2.

Algoritmo 7.4. Branching

Entrada: Um problema P descrito por um conjunto de desigualdades £ e
um limitante inferior Z.

Saida: Problemas P, ..., P, gerados através de P.
1. Determine conjuntos de restrigoes L1, ..., Li tais que Uleﬁi =/L'ezx
nao satisfaz Uleﬁi.

2. Defina os problemas P, ..., P, através de Lq, ..., L respectivamente.

Algoritmo 7.5. Algoritmo de Separagdo Para o Problema do Corte Mdzximo

Entrada: Um vetor .
Saida: Uma desigualdade que separa & do conjunto vidvel do subproblema.

1. Defina we = ¢, max{&,, 1 — Z.} para todo e = 1,...,n.

2. Encontre uma arvore geradora maxima 1" do grafo com custos definidos
por w, para todo e =1,...,n.

3. Seja S C V. Considere A e B conjuntos de arestas de T, onde as
arestas de A tém um extremo em S e outro em V' \ S e de B tém os
dois extremos em S ou os dois em V' \ S. Inicialize A = B = 0.
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4. Paracadae €T, se &, > 1— T, faga A = AU {e}.
Sendo, faga B = B U {e}.

5. As arestas de A definem o corte K.

6. Para cada aresta e ¢ T, coloque-a em T e considere C' como sendo o
ciclo formado.

7. Se e € K, teste a violagao da primeira restricao de (7.2), com F = A.
Senao, teste com F' = A U {e}.

S V\S

Figura 7.1.2: Processo do algoritmo de separacao.

O algoritmo 7.5 de separagao é uma heuristica [BLO1]. Além disso, para
compreendermos melhor sua idéia, observemos a figura 7.1.2. Durante o
processo, devemos encontrar uma arvore geradora de custo maximo T, repre-
sentada pela linha em negrito. As arestas que tém uma ponta em S e outra
em V \ S pertencem a K. Note que podem existir arestas em K que nao
pertencem a A, mais especificamente, a T'. Na figura, é o caso da aresta ey.
Ademais, podem existir arestas como e, que nao pertencem a 7', nem a K.

7.2 Comparacoes Numéricas

Nesta segao, mostraremos alguns resultados obtidos com o problema do corte
maximo de grafos. A primeira comparacao se refere aos métodos de sub-
gradientes com convergéncia ergddica, vistos no capitulo 5. Em particular,
vimos duas regras especificas para a escolha do tamanho de passo e dos coe-
ficientes de combinagao convexa: a regra de Shor (coroldrio 5.4), que realiza
uma média ponderada, e a regra de Larsson e Liu (coroldrio 5.5), que faz
um média aritmética e se utiliza de salva-guardas.

Sabendo que esses métodos possuem convergéncia primal lenta, realiza-
mos os testes com grafos gerados aleatoriamente, com dimensoes pequenas,
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ou seja, com no maximo 30 vértices e 400 arestas e densidades variadas.
Além disso, como critério de parada, utilizamos um ntimero méaximo de
iteracoes, como sendo de 5000. Em todos os casos, a regra de Larsson e Liu
foi considerada superior ao método de Shor, no sentido de retornar solugoes
com menor folga de dualidade, ou seja, uma melhor solucao primal. O re-
sultado é condizente, pois, como vimos, a regra de Larsson e Liu é um caso
particular da regra de Shor, que evita pesos grandes nas primeiras iteragoes
do algoritmo. Apesar de pouco usual, fizemos um grafico de perfil desempe-
nho [DMO02] com as folgas de dualidade e o resultado obtido pode ser visto
na figura 7.2.1. Como a folga relativa é grande, os valores maiores ou iguais
a 1024 foram colocados juntos nesse grafico.

1

0.8 ¥

0.6 §

0.4 %

02%

Or ———
Larsson & Liu wemsnmn
]

0 1 L 1
1 4 16 64 256 1024

Figura 7.2.1: Perfil desempenho para as regras de Shor e Larsson e Liu.

O outro experimento que realizamos se refere ao algoritmo do volume,
abordado no capitulo 6. Estudamos trés algoritmos: o original (se¢ao 6.1),
o revisado (sec@o 6.2) e com variagao do alvo (secao 6.3). Primeiramente
consideramos grafos em formato de grade, com custos gerados de maneira
aleatoria. Note que ao contrario do método de subgradientes com con-
vergéncia ergddica, esses métodos sao mais eficientes e dessa forma, € inte-
ressante utilizarmos grafos com dimensoes grandes nos experimentos.

No método branch-and-cut-and-price implementado, a rotina branching
foi chamada sempre que a diferenca entre os limitantes inferiores e superiores
nao decrescem de pelo menos 0.1% nas tdltimas trés iteracoes. Além disso,
os algoritmos do volume sao usados para resolver os problemas lineares, en-
quanto a diferenca entre esses limitantes inferiores e superiores diminuem
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suficientemente. Do contrario, o método utiliza a rotina do simplex. Esse
procedimento é necessario devido aos limitantes inferiores dos algoritmos do
volume serem aproximados, e nao exatos. Os resultados podem ser vistos na
tabela 7.2.1, onde cada coluna referente a um método representa o tempo
gasto (em segundos) por ele.

Vértices | Arestas | Simplex VA VA+VTVM | RVA
10 x 10 180 0.020 0.020 0.016 0.028
20 x 20 760 0.208 0.112 0.104 0.156
30 x 30 1740 1.344 0.360 0.296 0.396
40 x 40 | 3120 3.564 0.400 0.580 0.456
50 x 50 | 4900 13.929 1.016 0.612 1.052
60 x 60 7080 37.934 1.636 1.576 2.948
70 x 70 | 9660 89.746 2.488 4.324 3.944
80 x 80 | 12640 | 609.102 | 5.532 4.472 7.464
90 x 90 | 16020 | 3341.229 | 13.353 8.653 13.957

Tabela 7.2.1: Desempenho dos algoritmos do volume e do simplex.

Observa-se que quanto maior o problema, mais notoria é a diferenca entre
o método simplex e as variacoes dos algoritmos do volume. Realizamos ainda
medicoes com varias outras instancias geradas aleatoriamente, e o resultado
pode ser observado na figura 7.2.2, onde mostramos o perfil desempenho dos
algoritmos do volume e do simplex.
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Figura 7.2.2: Perfil desempenho dos algoritmos do volume e do simplex.
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Para uma melhor comparacao dos trés tipos de algoritmos do volume,
referimo-nos a figura 7.2.3, na qual eliminamos o gréafico correspondente ao
método simplex.
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Figura 7.2.3: Perfil desempenho para VA, VA+VTVM e RVA.

Podemos observar no grafico acima que o VA+VTVM é mais rapido que
os demais algoritmos do volume e que o RVA é o mais lento. De fato, em
nossos experimentos, o VA+VTVM foi, em média, 7% mais rdpido que o
VA, enquanto que o RVA foi aproximadamente 13% mais lento que o VA.
Esse ultimo resultado esta de acordo com os resultados obtidos em [BMS02],
onde se realizou experimentos com o problema da arvore de Steiner.

Em [SL04], utilizou-se o VIVM também nos algoritmos RVA e o método
de feixes especifico denominado BVA. Seus experimentos mostraram que a
incorporacao do VI'VM no RVA e no BVA nao fornece melhores resultados
em problemas gerais, em particular o problema do corte maximo em grafos.
Juntando-se seus resultados com a comparagao que realizamos, podemos
concluir que o algoritmo mais promissor na pratica é o VA+VTVM, ao
menos na classe de problemas que abordamos.



Capitulo 8

Conclusao

Procuramos apresentar aqui um texto auto-contido, tratando, nos primei-
ros capitulos, assuntos essenciais para o nosso estudo: analise convexa (no
capitulo 2) e métodos de otimizagdo nao diferenciavel (nos capitulos 3 e 4),
como os métodos de descida, de subgradientes, de planos de corte e de feixe.
Procuramos selecionar os topicos e as demonstracoes existentes de forma a
facilitar a compreensao dos assuntos abordados.

Apresentamos depois algumas maneiras de resolver problemas de pro-
gramacao linear baseando-se na relaxacdo das restrigoes “dificeis”, com
computo de solucao dual através de métodos de otimizagao nao diferencidvel
como base, e com a geracao de possiveis solucoes primais. Nos capitulos 5
e 6, vimos duas dessas técnicas: o método de subgradientes com convergéncia
ergédica e o algoritmo do volume. No primeiro método, foi possivel anali-
sarmos tanto a convergéncia primal quanto a dual. No segundo, somente
a convergéncia dual dos métodos modificados (isto é, RVA e VA+VTVM)
foi estabelecida, sendo que no VA+VTVM garantiu-se e-otimalidade apenas
em tempo infinito.

Finalmente, realizamos experimentos numéricos com o problema do corte
maximo em grafos. Conforme indicava nossas referéncias, constatamos que a
regra de Larsson e Liu possui, de fato, desempenho superior a regra de Shor.
Utilizando a técnica branch-and-cut-and-price, também vimos, conforme es-
perdvamos, o bom desempenho do algoritmo do volume quando comparado
ao simplex. Um resultado interessante que constatamos é a melhora do al-
goritmo do volume quando incorporamos nele o método de variagao do alvo.
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e-subdiferencial, 15 dos reais estendidos, 5
e-superdiferencial, 16 fecho de, 1
interior de, 1

algoritmo de separagao, 98

algoritmo do volume, 66, 101
com variacao do alvo, 86
original, 66

simplex, 1
corte em grafos, 96
corte méximo, 96

revisado, 72 decréscimo nominal, 35, 38
alvo, 86 derivada e-direcional, 16
aresta, 96 derivada direcional, 11

direcao
bounding, 98 e-normal, 10
branching, 98 de e-descida, 25
BVA, 79, 102 de méaxima descida, 26
caixa preta, 28 ?;ig;ilgeg 3
COH.\I’~95 direcao de descida, 24
condicao

distancia de Hausdorff, 18
distancia euclidiana, 1

dominio efetivo, 5
dual, 2

de e-otimalidade, 25
de Armijo, 74
de otimalidade, 24
cone, 8
e-normal, 10
gerado por um conjunto, 8
normal, 9, 13

epigrafe, 5
erro de linearizacao, 40, 77

polar, 8 fecho afim, 7
tangente, 8, 13 fecho convexo, 7

conjunto feixe, 40
afim, 7 folgas complementares, 62
bola aberta, 1 funcao
bola fechada, 1 afim por partes, 7, 14
de nivel, 6 concava, b
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convexa, 9, 22

diferencidvel, 12

estritamente concava, 5
estritamente convexa, 5
fechada, 6

indicadora, 6, 23

lagrangeana, 2, 41, 56
Lipschitz continua, 6, 8, 17, 19
multivalorada, 7, 16

prépria, 5, 22

semi-continua inferior, 6, 22, 31
semi-continua superior, 6, 14
suporte, 6, 12, 16

ganho esperado, 75, 77
grafico
de funcao multivalorada, 7
fechado, 17
perfil desempenho, 100
grafo, 96

hipégrafe, 6, 75
hiperplano separador, 10

interior relativo, 7

Larsson e Liu, veja regra
linearizacao agregada, 45

método
branch-and-cut, 97
branch-and-cut-and-price, 97
de descida, 26
de feixe, 38
de planos de corte, 34
de regiao de confianca, 87
de subgradientes, 28
com desvios, 33
projetados, 33, 57
quase-Newton, 48
simplex, 101

max-cut, veja corte maximo
medida de Lebesgue, 11
multifuncao, veja funcao

norma euclidiana, 1
oraculo, 28

ponto proximal, 47

primal, 3

produto interno, 1
programacao linear, 2
projecao euclidiana, 1, 10, 65

regra
de Larsson e Liu, 63, 99
de Shor, 63, 99
regularizacao de Moreau-Yosida, 47
relaxacao, 96
relaxacao lagrangeana, 2
RVA, 72

salva-guardas, 65
semi-continuidade exterior, 7, 27
semi-continuidade interior, 7, 27
seqiiéncia ergddica, 58

Shor, veja regra

subdiferencial, 11

subespaco linear paralelo, 7, 11, 16
subgradiente, 11

superdiferencial, 16
supergradiente, 67, 72

tamanho de passo, 22, 30, 63, 67
teorema

de Carathéodory, 7

de separagao de convexos, 10, 24

vértice, 96
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VA+VTVM, 86
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